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Ptednaska 1: Ciselné mnoziny



Logicka vystavba matematiky

@ Axiomy. Axiom z fec. axidma(=to co se obecné uznava) jsou zakladni stavebni
kameny matematiky. SouCasna matematika vychazi z Zermelo—Fraenkelovych
axiomu. Pro naSe potreby ale tyto axiomy nemusime znat.

@ Definice. Pomoci definic vymezujeme nové pojmy (napf. kruZnice je mnozina
bodu roviny, které maji od daného bodu stejnou a kladnou vzdalenost). Definice
se nedokazuiji.

© Véta (nebo téz Tvrzeni, Lemma a pod.) je matematické tvrzeni (napf.
(a+ b)? = & + 2ab + b?, Pythagorova véta). Véty se dokazuii.

© Dukaz je zakladnim metodickym nastrojem matematiky (na rozdil od ostatnich
prirodnich véd, kde zakladnim metodickym nastrojem je experiment). Zakladni
typy dukazl jsou nasleduijici:

@ Pfimy dikaz. Napt. (a+ b)? = (a+ b)(a+ b) = & + 2ab + b?

@ Dukaz sporem. Vlychéazi z toho, ze tvrzeni je bud' pravdivé nebo nepravdivé. Pro
dukaz daného tvrzeni se predpoklada, Ze tvrzeni neplati a dojde se ke sporu s
predpoklady tvrzeni (viz napf. dikaz tvrzeni, ze neexistuje nejvétsi prirozené Cislo).

© Dukaz matematickou indukci.



Neékteré pouzivané matematické symboly

@ Kvantifikatory:
e V = pro kazdy, pro vSechny/a
e 1 = existuje

@ €= byt prvkem mnoziny (napf. x € M, ¢teme x je prvkem mnoziny M)



Ciselné mnoziny: Pfirozena &isla N = {1,2,3,...}

Formalni zavedeni pfirozenych Cisel je na zakladé tzv. Peanovych axiomu
Axiom 1 1 je pfirozené Cislo
Axiom 2 Kazdé pfirozené Cislo ma svého nasledovnika
Axiom 3 1 neni nasledovnik zadného prirozeného Cisla

Axiom 4 Jestlize se nasledovnici m" a n’ ¢isel m a n rovnaji, pak se rovnaji i
man

Axiom 5 Axiom matematické indukce: Pokud pro néjakou viastnost
pfirozenych Cisel plati, Ze jima 1 a z toho, Ze ji ma pfirozené Cislo n
plyne, Ze ji ma i jeho nasledovnik n’, pak tuto vlastnost jiz maji
vS§echna pfirozena Cisla.

Definice 1 (Pfirozena Cisla)

MnoZina, ktera splriuje Peanovy axiomy se nazyva mnozina prirozenych Cisel a
znaci se N (od slova "Naturals”).

Mnozina N je uzavfena vuci operacim scitani tj.
VvmneN: m+neN
MnozZina N neni uzavfena vuci operaci odcitani, tj.

IdImneN:m—-—n¢gN



Dukaz metodou matematické indukce:

Pouziva se pro dukazy tvrzeni, ktera maji platit pro vSechna pfrirozena Cisla.

Postup:
@ Dokazeme, ze tvrzeni plati pro n = 1 (pfipadné pro jiné konkrétni pfirozené
Cislo)
@ Indukéni predpoklad: Predpokladame, Ze tvrzeni plati pro néjaké prirozené
Cislo k a dokazeme, Ze pak plati i pro Cislo k + 1
© Z Axiomu matematické indukce pak plyne, Ze tvrzeni plati pro véechna
prirozena Cisla.



Aritmeticka posloupnost

Pro Cleny aritmetick& posloupnosti {a1, a, as, . .. } plati
ant1 = an+4d,
kde d je dané Cislo (tzv. diference). Plati:

ar=a +(n—1)d. (1)

Véta 1 (Casteény soudet aritmetické posloupnosti )

Pro vSechna prirozena Cisla n € N plati

n
a1+...+an:(a1+an)§

Ptiklad (Casteény soucet aritmetické posloupnosti 1 +2 + 3+ --- + n)
Pro vsechna prirozena Cislan e Nplati1 +2+ ...+ n=(n+1)3. J




Dukaz vzorce pro castecny soucet aritmetické posloupnosti

matematickou indukci

Oznacme soucet prvnich k ¢lent aritmetické posloupnosti sy, tj. Sy = ay + - - - + ag.

@ Tvrzeni plati pro n = 1, protoZe s{(= a) = (a1 + ar)3

Q@ Indukéni predpoklad: Predpokladame, Ze tvrzeni plati pro néjaké pfirozené éislo k, 1.
predpokladame, Ze plati

k
sk = (a1 + ak)E (2)
a chceme dokazat, Ze tvrzeni plati i pro soucet k + 1 ¢lend, tj. chceme dokazat, Ze plati
k+1 .
Sk+1 = (a1 + 3k+1)T,U-,
k+1
Sk + @1 = (81 + k1) 5

S vyuzitim indukéniho pfedpokladu (2) upravime:
K+ 1
2
kay + kay + 23/(-1—1 =kay + ay + kak+1 + ak41
ak+1 = a1 + k(a1 — ax)
k1 = a4 + kd.

k
(@1 +ak) 5 + akr = (a1 + a1)

Posledni rovnost plati, protoZe posloupnost {a;} je aritmeticka posloupnost pro kterou




Geometricka posloupnost

Cleny geometrické posloupnosti {as, az, as, . . . } splfiuji a,.1 = gan, kde &islo g je
tzv. kvocient. Plati a, = ¢" ' a.

Véta 2 (Casteny soudet geometrické posloupnosti a,.1 = ga, a souset geometrické

fady pro g < 1)

@ Prog # 1 a vsechna prirozena ¢islan € N platia; + - - - + an = ay 11__‘3".

@ Pokud je |q| < 1, pak existuje konecny soucet nekonecné geometrické rady

a+agt+ad+ag+... =




Dukaz vzorce pro soucet kone¢né mnoha ¢lend geom. pos.

matematickou indukci:

@ Tvrzeni plati trividglné pron = 1.

@ Indukéni predpoklad: Predpokladame, Ze tvrzeni plati pro néjaké pfirozené
cislo k, tj. predpokladame, Ze plati

k

a1+...+ak:a11 —9q9
1—q
Chceme dokazat, Ze tvrzeni plati i pro Cislo k + 1, tj. chceme dokazat, Ze plati
1 gkt
a+ ...+ ak+1 = a 1_g
Levou stranu rovnosti s vyuZzitim indukéniho pfedpokladu upravime:
Lk kAt
(@ + ...+ a) + a1 = a 1_g +aiq = a 3 _qq

Tvrzeni bylo dokazano.




Primy dukaz vzorce pro soucet kone¢né mnoha clent geometrické

posloupnosti

Oznaéme s, = ay + - - - + an. Pak plati
sn=ai+aqt+aq + - +aqg . (1)
Rovnici (1) vynasobime q, {j.
gsn=aiq+aq +aiq’+-- +aq. (2)
Od rovnice (2) odecteme rovnici (1) a obdrZime
gsn— Sh = —ai + aiq’,

b,




Ciselné mnoziny: Cela &isla Z

@ Z — mnozina celych &isel — "Zahlen"
Q7z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
© Z je rozsitenim N o mnozinu fe$eni vSech rovnic tvaru

n+x=m, kdem, neN
© Z neni uzaviena vici operaci déleni
© Sudaisla: {2k | k € Z}
O Lichacisla: {2k +1 | k € Z}



b
Vé s V7

iselné mnoziny: Racionalni Cisla Q

Q — mnozina racionalnich Cisel — "Quotients”

m : .
Q= {F’ kde me Z, ne N, manjsou nesoudelna}
Q je rozSifenim Z o mnozinu feSeni véech rovnic tvaru

nx=m, kdemeZ, neN

Q je tedy uzavrena také vuci operaci déleni (vyjma déleni nulou, které neni
definované). Stale vSak existuje mnoho rovnic, které v mnoziné racionalnich Cisel Q
fedit nelze, napf. x* = 2.

Véta 3 (Hippasos z Metapontu, 5.st pf. Kr. )
V2 € Q (tj. v/2neni raciondlni &islo). J

Poznamka

ProtoZe \/2 neni raciondini &islo, tak to znamend, Ze existuji &isla, ktera nelze
vyjadrit ve tvaru zlomku.




Dukaz sporem

Dukaz

Dukaz provedeme sporem, tj. budeme predpokladat, Ze tvrzeni neplati a dokazeme,
Ze toto neni mozZné, tj. musi platit opak.

Predpokladejme tedy, Ze v/2 € Q, tj. Ze \/2 je raciondini &islo. Existuji tedy m € Z a
n € N navzdjem nesoudélnd takova, Ze V2 = 2, tj. 2n° = m?. Plati tedy, Ze n* je
sudé cislo a tedy m je také sudé Cislo®. Existuje tedy k € 7 takové, Ze m = 2k, {j.
m? = 4Kk?, tj. 2n® = 4k? a tedy n? je také sudé &islo, tj. n = 2¢ pro vhodné ¢ € 7.
Dokazali jsme, Ze m i n jsou suda Cisla, tj. jsou délitelna ¢islem 2, tj. jsou soudélna.
To je spor s pfedpokladem, Ze m a n jsou nesoudélng a tedy \/2 neni racionalni
cislo.

2Toto mUzeme opét dokazat sporem. Pfedpokladejme, ze m je liché, tj. existuje k € Z tak, ze
m = 2k + 1. Odtud m?® = 4k? + 4k + 1, coz je liché &islo a spor s predpokladem, e m? je sudé.




Definice 2

Desetinnym rozvojem cisla x nazyvame vyraz
X = gp.ajasas. ...

kde ay je celé Cislo (ay € 7.) a kazdé a;, i = 1,2, ... je jedna z CislicO, .. .,9. Pokud
existuje m € N takoveé, Ze a, = 0 pro m < n, pak se desetinny rozvoj nazyva
kone€ny. V opacném pripadeé se desetinny rozvoj nazyva nekonecény. Pokud se od
néjakého indexu ¢leny nebo skupiny ¢lent opakuji, pak je desetinny rozvoj
periodicky.




Realn4 Gisla R

Cislo je racionalni pravé kdyZz ma konecny nebo periodicky desetinny rozvo.

Vzhledem k tomu, Ze tvrzeni je ve formé logické ekvivalence (‘pravé kdyz <—- "), musime
tedy dokazat platnost dvou implikaci.

@ (=) Necht'r je racionalni éislo, tj. r = g € Q kde p € Z, g € N. Pri déleni cisla p cislem q
se bud’ vyskytne zbytek 0 a v tom pfipadé je desetinny rozvoj konecny, nebo se zbytek 0
nevysKytne. Riznych zbytku se ale muze vyskytnout pouze maximainé q — 1, {j.
desetinny rozvoj je periodicky. (Zkuste napf. 10 : 7 = 1.142857).

Q (<) Uvazuime éislo x = ay.ajap---=ag+r,a cZar=0.aa... (0<r<1,kdyby
r = 0, pak neni co dokazovat). Tento rozvoj je bud’ konecny, tj. r = 0.a1a» . .. an a tedy
10"r=ay...an=ace N, lj. r= %, atedyr € Q. KdyZz je rozvoj nekonecny a
periodicky, tak

r = 0.8132...anb1b2...bk
10"r —a=0.bibs ... by
10X(10"r — &) = byby .. . bk.b1bs ... by = b+ (10"r — a)
(10K —1)(10"r—a) =b e N

b
+ a
_ 10k




Realna Cisla

QN
(@13

Definice 3 (lracionalni a realna Cisla)

@ Cisla s nekoneénym a neperiodickym rozvojem se nazyvaji iracionalni &isla.
@ Racionalni a iracionalni &isla tvofi mnoZinu realnych Cisel R.

Geometricka reprezentace realnych Cisel
@ Realna Cisla Ize ztotoznit s body na pfimce zvané Ciselna osa
@ Kazdé realné Gislo je na Ciselné ose zobrazeno pravé jednim bodem.
© Kazdému bodu na &iselné ose odpovida pravé jedno realné &islo'

o Realné Cislo mlize mit dva rGzné desetinné rozvoje, tj. jedno realné
Cislo je mozné zapsat riznymi zpUsoby, napr. 0.9 = 1. Dokazte.

Poznamka

Formailni definici realnych Cisel podal Richard Dedekind (1831-1916) (tzv.
Dedekindovy rezy).

Toto je netrivialni tvrzeni, které vychazi z toho, Ze mnozina redlnych &isel je tzv. Gplna




Usporadani na mnoziné realnych Cisel

Definice 4

Necht x = ap.araz... (ao € Z, a; € {0,...,9}) je kladné realné Cislo. Necht n € N.
Racionalni ¢islo

Xn = do.ad1dz...an
se nazyva dolni aproximace Cisla x. Racionalni ¢islo

1

se nazyva horni aproximace cCisla x.

Definice 5 (Uspofadani na mnoziné realnych Cisel)

@ Kladné rediné éislo x = ag.aja.... je vétsi nez kladné reainé cislo y = by.b1bs...

(x > y) pokud existuje index n € N takovy, Ze Xn > Yn.
@ Pokud neplati ani jedna z nerovnostix > y ay > x, pak x = y.




Usporadani na mnoziné realnych Cisel
P¥iklad

S vyuZitim definice uspofddani dokazte, Ze plati1 = 0.9

A

Dlkaz

Podle definice uspofadéni, musime dodézat, Ze neplati ani0.9 < 1, ani1 < 0.9. Dikaz provedeme sporem.
Budeme predpokladat, 2 0.9 < 1, tj. podle definice existuje n € N takové, 260.999...n < 1p = 1, 4. horni odhad ¢isla 0.9 je mensi nez

doini odhad cisla 1. Plati, Ze
0.999...4 =0.9+0.1 =1

0.999..., =0.99 + 0.01 =1
0.999...3 =0.999 + 0.001 = 1
atd.

a tedy nerovnost0.9 < 1 neplati.
e Nyni budeme pfepokladat, 26 0.9 > 1, tj. musi existovat n € N takové, 260.999...n > 1 = 1. ProtoZe

0.999...4 =0.9 T, =1401=1.1>1
0.999..., =0.99 s 15 =140.01 =1.01 > 1 A
0.999...5 =0.999 G =1+ 0.001 = 1.001 > 1
atd. atd.
tedy pro kaZdé pfirozené éislon € N plati0.999...n < 1p ti. neplati, 260.9 > 1. ,




