UMB 564: Matematicka analyza |

Prednaska 2: Zobrazeni



Zobrazeni

Definice 9

Necht' X a Y jsou neprazdné mnoziny a D C X. Jestlize ke kazdému x € D je
pfifazen pravée jeden prvek y € Y pomoci predpisu f, pak takové priftazeni
nazyvame zobrazeni mnoZiny D do mnoZiny Y, nebo zobrazeni z mnoZiny X do
mnoZiny Y a zapisujeme jako f : X — Y. Zapis y = f(x) znamena, Ze prvku x € X
zobrazeni f prifazuje prvek y.

MnoZina D se nazyva definicni obor zobrazeni a jeji obraz H(f) = f(D) se nazyva
obor hodnot zobrazeni.

Zobrazeni, D = {x1, X2, X}, H = {y2, y3} Neni zobrazeni
X Y X Y

=




Zobrazeni

Poznamka

Davod, pro¢ nepripoustime, aby jednomu vzoru nebyl pfifazen vice nezZ jeden obraz
je Cisté prakticky. Predstavte si, Ze mnoZina vzoru reprezentuje tfi stavy nastaveni
joysticku ovladani lodniho kormidla: Joystick vievo, v nulové poloze, nebo vpravo.
Prostrednictvim servomotoru (reprezentujicich funkci f) maze mit kormidlo lodi
polohy: vpravo, pfimy smér, vlevo. A urcité nechceme, aby napf. kdyz vychylime
joystick vpravo byly dvé moZnosti co skutecné kormidlo udéla (napf. zustane v
pfimém sméru nebo se vychyli vievo).




Zobrazeni

Definici zobrazeni mizeme zapsat ve zkracené podobé v nasledujicim tvaru:

Definice 10

Necht X a Y jsou neprazdné mnoZiny. Pak f : X — Y je zobrazeni s definicnim
oborem D C Xpravé kdyz plati

Je-li X =x0 € D= f(X1) = f(Xg).

Véta 6

Necht X a'Y jsou neprazdné mnoZiny. Pak f : X — Y je zobrazeni s definicnim
oborem D C X praveé kdyz plati:

Je-li f(X1) 75 f(Xg) — X 75 Xo.

Dukaz

f je zobrazeni <= (x1 = X2 € D = f(x1) = f(x2)) <—
f(x1) # f(x2) = (x1 # x2) (viz. negace implikace, Zaklady logiky)
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Zobrazeni na mnozinu a zobrazeni prosté

Definice 11

Zobrazeni f : X — Y se nazyva
@ Zzobrazeni mnoZiny X do mnoziny Y, pokud je definicni obor D = X
@ Zzobrazenina, je-li obor hodnot H roven Y, ti. H=Y

© Zzobrazeni prosté jestlize plati, Ze
pro kazdé xi1, xo € X, x1 # X2 = f(x1) # f(x2),

©Q vzajemné jednoznacné zobrazeni mnozin X a Y, pokud se jednd o prosté
zobrazeni mnoZiny X na mnoZinu'Y .

Poznamka

Vsimnéte si, Ze ve vyse uvedené definici prostého zobrazeni se predpoklada, ze
definicni obor zobrazeni je roven X.

g

Ekvivalentni definice prostého zobrazeni:
@ @ f: X +— Y je prosté zobrazeni pokud plati, ze

Je-li f(x1) =1Ff(x) = x1=x




Priklady zobrazeni

Zobrazeni prosté Zobrazeni vzajemné jednoznacné

— [




Posloupnost

Definice 12
Zobrazeni jehoZ definicnim oborem jsou pfirozena cisla a oborem hodnot realna
Cisla se nazyva posloupnost. Posloupnosti obvykle zna¢ime {an};2¢ :={a1, a, ...}

Priklad (Aritmeticka posloupnost)

Posloupnost {an};24 pro kterou plati an+1 = a» + d, n € N se nazyva aritmeticka
posloupnost. Cislo d se nazyva diference. Soucet prvnich n ¢lenu aritmetické
posloupnosti je

Sn:Zai:M.
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Priklad (Geometricka posloupnost)

Posloupnost {an}24 pro kterou plati a,1 = qan, n € N se nazyva geometricka
posloupnost. Cislo g se nazyva kvocient. Soucet prvnich n ¢lenu geometrické
posloupnosti je

n

n 1_q
Sn:;a,-:a o
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Mohutnost mnoziny

Otazka

Jak porovnat "velikost" dvou nekonec¢nych mnoZin? Lze fici, ktera z mnoZin je
"vetsi"?
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Definice 13 (Mohutnost mnoziny)

Mohutnost mnoziny A budeme znacit m(A). MnoZina A je
@ koneénd pokud m(A) = n pro néjaké n € N
@ spocetnd, pokud m(A) = m(N)

@ nespocetna pokud neni konecna a neni spocetna.

|

Definice 14

MnoZiny A a B maji stejnou mohutnost (m(A) = m(B)), pokud existuje vzajemné
jednoznacné zobrazeni f : A — B.

Podle definice je tedy mnoZina spocetna, pokud ji muZeme usporadat do
posloupnosti, tj. muZeme vsechny jeji prvky ocislovat prirozenymi Cisly.
Nespocetnou mnoZinu nemuzZeme usporadat do posloupnosti, tj. nelze jeji prvky
ocislovat pfirozenymi cisly.

Poznamka




Spocetné a nespocetné mnoziny

Véta 7 (Georg Cantor (1845-1918))

@ Mnozina prirozenych ¢&isel N je spocdetna.

@ MnozZina celych Cisel Z je spoletna.

©Q Intervaly A= (0,1) a B = (0,2) maji stejnou mohutnost

© Ctverec A= (0,1) x (0,1) a interval B = (0, 1) maji stejnou mohutnost.
@ Mnozina raciondlnich cisel Q je spocetna.

@ Mnozina redinych ¢isel R je nespocetna.




1.
2.

3.

N je spocetna mnozina podle definice. Kazdy prvek ocislujeme sebou samym.
Mnozinu Z usporadame do posloupnosti napf. nasledovné: a; =0, a» = 1,
a=-1,a=2a =-2, a8 =3, as = —3, etc.

Zobrazeni f(x) = 2x je vzajemné jednoznac¢né mezi mnozinami A= (0,1) a

B =(0,2).

Zobrazeni definované nasledovné (x, y) = (0.x1XoXz -+ ,0.y1y2y5---) €

(0,1) x (0,1) — 0.x1 Y1 X2y2X3y3 - - - € (0,1) je vzadjemné jednoznacné zobrazeni
jednotkového Ctverce (0,1) x (0, 1) nainterval (0, 1). Georg Cantor v roce 1877
rekl: "Vidim to, ale nevérim tomu."

|dea dukazu, ze mnozina Q je spocetna vychazi z usporadani kladnych
racionalnich Cisel do posloupnosti (je ovSem jesté zapotrebi odstranit

nezkracené zlomky)
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6. To, Ze redlna Cisla jsou nespocCetna dokazal také G. Cantor pomoci diagonalni
metody. DUkaz provedeme sporem pro interval [0, 1), tj. pfedpokladejme, Ze
realna Cisla z intervalu [0, 1) muzeme ocislovat pfirozenymi Cisly, tj. Ze je
muUzZeme usporadat do posloupnosti {x1, x2, X3, --- } = [0, 1), pficemz

x1 =0.alarasa, . . .
xo =0.87a5a54; . . .
x; =0.8ia a4, . ..

xs =0.8{a3a34; . ..

kde & € {0,1,...,9}. Nyni zkonstruujeme nové reainé &islo
y = Ob1 b2b3b4 P

kde b; # &} (a ne véechna b; rovna 9). Cislo b € [0, 1) je tedy zcela jist& rlizné
od vSech Cisel x;, i = 1,2,3,.... Obdrzeli jsme tedy spor s predpokladem, Ze
vSechna redlna Cisla Ize ocislovat pfirozenymi Cisly.



Definice 15

Mohutnost mnoZiny prirozenych Cisel se znaci m(N) = X.
Mohutnost mnoZiny redlnych cisel se znaci obvykle m(R) = X4.2

aZnak R (alef)je prvnim znakem hebrejské abecedy. ¥y R4 jsou tzv. kardinélni ¢isla popisujici
mohutnost mnoziny pfirozenych Cisel, resp. mohutnost mnoziny realnych Cisel.

Hypotéza kontinua: Neexistuje mnozina, jejiz mohutnost by byla os-
tre vétsi nez je mohutnost prirozenych Cisel a sou¢asné ostfe mensi
nez je mohutnost realnych Cisel. Teorie mnozin dokazuje, Ze hy-
potézu kontinua neni mozné dokézat, ale ani vyvratit v ramci Zer-
melo—Fraenkelovy axiomatické teorii mnozin.




Topologie Ciselné osy

Definice 16 (Intervaly v R)

Necht’ a,b € R, a < b.

Otevreny interval: (a,b) = {x e R|a< x < b}

Uzavreny interval: [a,b] = {x e R | a < x < b}

Interval zleva uzavreny, zprava otevieny: [a,b) = {x e R | a < x < b}
Shora neomezeny interval: [a,©) = {x e R | a < x}

Zdola neomezeny interval: (—oo,b] = {x € R | x < b}

Proac R aes > 0 mnoZina U(a,c) = (a—¢,a+ ¢) se nazyva e-okoli bodu a

Proac R aes > 0 mnoZina U(a,e) \ {a} = (a—¢,a)U(a,a+ ¢) se nazyva
prstencové e-okoli bodu a

000000

pro pocitani s realnymi Cisly. Napfr. nasledujici vyrazy nejsou defi-

g% Symboly co a —oco nejsou redlna Cisla a neplati pro né pravidla
novany: oo — oo, 22, 0 X oo, 1%°.




Topologie Ciselné osy

@ Mezi libovolnymi dvémi riznymi redlnymi Cisly leZi racionalni ¢islo.
@ Mezi libovolnymi dvemi riznymi realnymi ¢isly leZi iracionalni ¢islo.
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@ Necht x,y € R, y — x > 0. Existuje n € N takové, Ze n(y — x) > 1. Pak existuje
celé Cislo m, takove, Ze nx < m < ny = nx+ n(y — x). Platitedy x < = < y.

© Necht' x,y € R, y — x > 0. Pak Jzx < —5y. Z pfedchoziho tvrzeni plyne, Ze
existuje racionalini &islo r € Q takové, Ze %x <r< % yti,x<rv/2<ya
rv/2 je iracionalini.




