UMB 564: Matematicka analyza |

Pfednaska 3: Supremum a infimum mnoziny



Omezena mnozina

Definice 17 (Omezena mnozina)

Necht A C R. Pokud existuje ¢islo ¢ € R takoveé, Ze pro kazdé Cislo x € A plati, Ze
x < ¢ (x > ¢), pak mnoZinu A nazyvame shora (zdola) omezenou a ¢islo ¢
nazyvame horni (dolni) zavorou (event. odhadem, omezenim). MnoZina se nazyva
omezena, pokud je omezena shora i zdola.

N,

Definice 18 (Minimum, maximum)

Necht A C R. Pokud existuje Cislo a € A takové, Ze pro kazdé Cislo x € A plati x < a
(x > a), pak a se nazyva maximum (minimum) mnoziny A. Zna¢ime a = max A
(@= minA).

V definici minima (maxima) je dulezité to, Ze minimum (maximum) je
prvkem mnoziny A.

Priklad
1. MnozinaA={1,3,1,...} je omezend, maxA = 1 ale min A neexistuje.

2. MnoZina (1,2) je omezena, ale nema ani minimum ani maximum.




Supremum a infimum mnoziny

Supremum a infimum mnoziny zobecnuji pojem maxima a minima i pro mnoziny,
které maximum a minimum nemaji.

Definice 19 (Supremum a infimum)

Necht A je neprazdna (A + (), shora omezena podmoZzina realnych cisel.
Supremum mnoziny A je realné Cislo, které znacime jako sup A € R a které splnuje

(1) pro kazdy prvek x € Aplati x < supA
(2) zadné Cislo x € R splnujici x < sup A neni horni zavorou mnoziny A.

Necht' A je neprazdna (A # (), zdola omezena podmozina realnych Cisel.
Infimum mnoZiny A je reélné Cislo, které znaCime jako inf A a které spliuje

(1) pro kazdy prvek x € Aplati x > inf A

(2) zadné Cislo x € R splfujici x > inf A neni dolni zavorou mnoziny A. |

Poznamka

Supremum mnoZiny je tedy jeji nejmensi horni zavora a infimum mnoziny je jeji
nejvétsi dolni zavora.




Supremum a infimum mnoziny

Priklad
Necht' a < b.

@ sup(a,b) = b, max(a, b) neexistuje

@ inf(a, b) = a, min(a, b) neexistuje

Q sup{1,3.5,...}=max{1,3,3,...} =1

Q inf{1,1,1,...} =0, min{1,5,1 ...} neexistuje

N,

Dokaz |
Dokézeme, Zeinf{1, 3, %,...} = 0. (Ostatni pfipady si rozmyslete samil).

@ Plati, Ze 0 < 1 pro kazdé n € N, tj. 0 je doini zavora mnoziny M = {1,3,1,...}.

@ Musime dokazat, Ze 0 je nejvétsi doini zavora. Dukaz provedeme sporem.
Predpokladejme, Ze existuje doini zavora L > 0. Pak pron > 1 plati, Ze 1 < L,
coz je spor s tim, Ze L je doini zavora mnoZiny M.
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Cantorovo diskontinuum jako pfiklad "netrivialni" mnoziny v R

VétSina podmnozin R se kterymi se prakticky setkavame, jsou intervaly. Mnoziny v R
tzv. Cantorovo diskontinuum. Tuto mnozinu konstruujeme nasledujicim zptusobem. Z
intervalu [0, 1] odstranime prostfedni tfetinu, tj. interval (1/3,2/3). Ziskame tak dva
uzavrené intervaly [0,1/3] U [2/3, 1]. Z kazdého tohoto intervalu opét odstranime
prostfedni tretinu (tj. odstranime dva intervaly délky 1/9) a tak budeme postupovat
do nekonec¢na. Mohlo by se zdat, Ze timto zplisobem odstranime nakonec vSechny
body, protoze délka segmentd, které vyluCujeme je rovna 1 (Jedna se o soucet

geometrické fady 1/3+2/9 +4/27 +---- = { 15 = 1). Ale neni tomu tak. Vysledna
3

mnozina je neprazdnd a nazyva se Cantorovo diskontinuum (nebo Cantorova
mnozina). Cantorovo diskontinuum ma fadu zajimavych vlastosti, Ize napf. ukazat
Ze Cantorovo diskontinuum je nespocetna mnozina.



Véta o supremu a infimu

Véta 9 (Véta o supremu a infimu) |

Necht E C R je neprazdna mnozina (E + 0).
@ Je-limnoZina E shora omezend, pak existuje sup E.
@ Je-li mnozina E zdola omezena, pak existuje inf E.

v

Poznamka

Vyznam Véty o supremu a infimu spociva v tom, Ze supremum a infimum existuje
(na rozdil od minima a maxima) pro kaZzdou omezenou a neprazdnou mnoZinu v R.




Dukaz véty o supremu

Definujeme reédlné Cislo ap.a1az ... (a € Z, a; € {0, ...,9}) nasledovné:

@ a, € Z je nejvétsi celé Cislo, které neni horni zavorou mnoziny E, tj. ap + 1 je
horni zavora mnoziny E.

Q a €{0,...,9} je nejvétsi Cislice takova, ze Cislo ag.ai neni horni zavoroux
mnoziny E, tj. as.ar + 11—0 je horni zavorou mnoziny E.
Q a €{0,...,9} je nejvétsi Cislice takova, Ze ag.asa» neni horni zavorou

mnoziny E, tj., ¢islo ap.a1a: + =

Nyni dokadzeme, ze takto definované Cislo a = ap.ara. ... je supremem mnoziny E,
ij.

je horni zavorou mnoziny E atd.

supE = a
Podle definice suprema, musime dokazat, Zze
(a) aje horni zavora mnoziny E
(b) je to nejmensi horni zavora.



Pokracovani dukazu

(a) Nejprve dokazeme, ze a = ap.ajaz . .. je horni zavora mnoziny. E, tj. ze pro
kazdé x € E plati x < a. Toto dokazeme pomoci dikazu sporem. Budeme
predpokladat, ze tvrzeni neplati, tj. existuje y € E tak, ze y > a. Necht’

Y = Yo-Y1Y2... je desetinny rozvoj Cisla y. Podle definice nerovnosti mezi realnymi
Cisly (viz. Definice 5) tedy plati, ze existuje n € N tak, ze

y. > an,

4.,

Yo ViVYe...Yn > @p.@182...8n + T
To je ovSem spor s tim, ze ap.a1a...an + 1‘? je horni zavora mnoziny E podle
konstrukce Cisla a.

(b) Nyni dokazeme, ze Cislo a je nejmensi horni zavora. Dukaz opét provedeme
sporem, tj. budeme predpokladat, ze existuje horni zavora b, mnoziny E, ktera je
mensi nez a, tj. b < a. Existuje tedy m € N tak, ze

— 1
bm:bo.b1...bm+W < Q.41 ...am.

To by ovSem znamenalo, ze Cislo ap.as . . . am je horni zavora mnoziny E. To je vSak
ve sporu s konstrukci Cisla a. O



Pfiklady

Priklad J

DokaZte podle definice, Ze sup{x € R | x < 2} = 2.

Priklad |
UvaZujme mnoZinu
A= {lz \ n:1,2,3,...}.
n
@ supA=maxA=1

@ min A neexistuje
Q@ nfA=0




Eulerovo Cislo e

Véta 10

@ Mnozina E = {(1+ 1)" | n € N} je neprdzdna a shora omezana.
@ Posloupnost a, = (1 + 1)" je rostouct, tj. an < ans1

Poznamka |

Posloupnost {an}N_, si miZeme zobrazit na poéitadi pro libovolné konecéné N € N.
Muzeme tedy pro libovolny konecny pocet prvku posloupnosti ukazat, ze jsou
omezené. Pomoci pocitace ale nemiuZeme dokazat, Ze nekoneCna posloupnost
{an};24 je omezena.

A




Dukaz Véty 10

1. Zvolme n € N a dale zvolime libovolné k < n, k € N. Pak podle binomické véty plati

I\ ~/m1 1 1 1n—1 1n-1n-2 tn—1 1
an=(1+7) =§(/)ﬁ:a+ﬁ+a R A R R
1 1 1 1 n—1
ottt —( ) 3,(1——)(1——)+ 5(1—3)--(1— - ) <
11 11 1
TR TR T
1 1 11 1 1/ 1 1 1
(a+ﬁ+5+§+"'+ﬁ>+k_(k+1+(k+1)(k+2)+"'+(k+1)(k+2)...n)<
1 1 11 1 1/ 1 1 1 B
(a+ﬂ+5+§+”'+ﬁ>+ki(k+1+(k+1)2+"'+m>_
11 11 1 11 1= (g
<T+ﬂ+£+§+”'+ﬁ>+k_k+1 _% =
1 1 1 1 1 1
(—!+ﬂ+z+a+"'+m)+k—k ( (k+1)”k))
1 1 1 1 1 1 1
(a+ﬂ+a+a+“'+ku)+n'

Napf. pro k = 1 avdechnan > 1plati (14 1)" < L+ + 41 =1+1+1=23tj. mnozina E
je shora omezena.



Pokracovani dukazu

2. Dokazeme, Ze posloupnost a je rostouci.
Z bodu 1. plyne, ze

1 1 1 1 2 1 1 n—1
=14+14+ —(1-— —(1—--=-)1 - - et —(1==)...(1 —
an + +2!( n)+3!( n)( n)+ +n!( n) ( n )
1 1 1 1 2
a =14+14+ —-(1- — —(1 - —))(1 —
ntt =T+ 145 n+1)+3!( n+1)( n+1)+ +
1 1 n 1 1 n
—(1 - .1 = 1— (1= .
n!( n+1) ( n+1)+(n+1)!( n+1) ( n+1)
Protoze P
1——<1-— pro k=1,2,...,n—1,
n n+1

srovnanim vyrazu pro a,.{ S vyrazem pro an vidime, ze an < ap.1.



Eulerovo Cislo

Definice 20

Cislo e := sup{(1 + 1)" | n € N} se nazyvé Eulerovo &islo.

|

Poznamka

Protoze mnoZina {(1 + 1)" | n € N} je shora omezena (Véta 10) a neprazdna, tak
existuje jeji supremum podle Veéty o supremum a infimu (Véta 9). O

Poznamka
Eulerovo Cislo je také moZné ekvivalentné definovat® jako

1 n
e= |lim (1 + —) .
n— oo n

?To je dusledkem toho, Ze @, = (1 + )" < (1 + 715)""" = a,1. Pokud je posloupnost
{an} 2, rostouci, pak limy— o @ = sup,{an}t=4.

A\




Vlastnosti Eulerova Cisla

Nékteré vlastnosti Eulerova Cisla:

@ Eulerovo ¢islo je iraciondlni, takze jeho desetinny rozvoj je nekonecny a
neperiodicky.

@ Hodnota Eulerova ¢isla je pfiblizné e = 2.72.
© Eulerovo ¢islo je zakladem pro pfirozeny logaritmus.



