UMB 564: Matematicka analyza |

Prednaska 4: Funkce 1



Definice 21 (Funkce) |

Necht D C R. Zobrazeni f : D — R se nazyva realna funkce realné proménné.
Mnozina D se nazyva definiCni obor funkce a mnoZina

Graf(f)={(x,y) e RxR | xe D, y=1f(x)}

se nazyva graf funkce f. MnozZina H(f) = {y € R | existuje x € D, y = f(x)} se
nazyva obor hodnot funkce.

Vertikalni test: Kfivka v roviné R x R je grafem funkce prave kdyz zadna vertikalni
cara neprotina graf ve vice nez jednom bodé.

Poznamka (Pfirozeny definicni obor funkce)

Pokud funkce f nema specifikovany definicni obor, pak rozumime jejim definicnim
oborem vsechna realna cisla, pro ktera je funkcni predpis také realné cislo. Definicni
obor znacime D(f).




Rovnost funkci

Definice 22
Funkce f a g jsou si rovny, pokud plati:
@ Definiéni obory se navzajem rovnaji, tj. D(f) = D(g)
@ Funkéni hodnoty se rovnaji, t. f(x) = g(x) pro kazdé x € D(f).

Priklad

Funkce f(x) = x+1 ag(x) = )fj se nerovnaji, protoZe definicni obor funkce f,

ti. D(f) = R se nerovna definicnimu oboru funkce g, tj. D(g) =R\ {1}. Pro
x € D(g) plati f(x) = g(x).

@ Algebraické operace s funkci mohou zménit jeji definic¢ni obor!




Elementarni funkce

Definice 23

Funkce f : R — R se nazyva:

@ Linearni, pokud f(x) = kx + q, kde k, q € R, D(f) = R. Parametr k se nazyva
smérnice pfimKy a plati, Ze k = tan «, kde « je tuhel, ktery svira graf funkce s
osou x. Grafem linearni funkce je pfimka.

@ Kvadratickd, pokud f(x) = ax® + bx + ¢, kde a,b,c € R, a # 0, D(f) = R.
Grafem kvadratické funkce je parabola s vrcholem v bodé

b b?
[, ()] = [~ 23— (35 — ©)]

@ Absolutni hodnota,

X x pro x>0
= | X]| =
—x pro x<0

Graf funkce absolutni hodnota ma tvar pismene V.




Vzorec pro feSeni kvadratické rovnice metodou tzv. doplnéni na ¢tverec

Necht a > 0. Pak

2 2
ax® 4+ bx + ¢ =a x2+2£x +c=a X2+2£X+ b —a b +c=
2a 2a 2a 2a

b\? b\?
a(x+2—a> +c_a(2_a)

tj. fedeni rovnice ax? + bx +c=a(x+ £)°+c—a(2)° =0je

a(2)’-c b —b+ VB —4ac
X=4{ =22~ _ = = .
a 2a 2a
Véta 12 (Vzorec pro feSeni kvadraticke rovnice)

Reseni kvadratické rovnice ax® + bx + ¢ = 0 ma tvar

—b4+ Vb2 —4ac
2a

X1,2 =




Priklad

Pfiklad |

ViyFeste rovnici x* + 2x — 3 = 0 dplnénim na étverec.
; st 1)2 1 1, 25
X"+ x—6=(x +2§x+ 5 )—6 4—(X-|—2) 4
t.,
X +x—6=0
1\* 25
(x+a) -5 =0
1 5
1 5
X——Eié
lj. feseni jsou 2 a -3. |




Funkce absolutni hodnota

Véta 13 (Nékteré vlastnosti funkce absolutni hodnota)

Q@ |—x|=|x|proxeR

Q@ x| <x<|x|prox eR

Q xyl=Ix| lylprox,y € R

Q X =1iprox,yeR, y#0

Q |x+y| <|x|+ |y| pro x,y € R (Trojuhelnikova nerovnost)

Q |x|=Vx2prox eR




@ o Jeldix>0,pak|x|=xa|—x|=—(—x)=x.
@ Je-lix <0,pak |[x| = —xa|— x| = —x.
@ Je-lix=0,pak |[x] =0a|— x| =0.

@ Provedte diikaz sami.

© o Jeldix=0neboy=0pak|xy| =0a |x||y| = 0.
@ Je-lix>0ay>0pak|xy|=xyalx||ly| = xy.
@ Je-llix>0ay<0pak|xy|=—xya|x||ly| = x(—y).
o Je-llix <ay>O0pak|xy| =—xyalx|ly| = (—x)(¥).
@ Je-lix<Oay<O0pak|xy|=xyalx||ly| = (—x)(—)y = xy.

© Provedte dikaz sami.

© Protoze plati
— x| <x <[]

—ly| <y <ly|

a tedy
—(Ix| +1yl) < x+y < x|+ yl,

f.
X +y| < x|+ 1yl
© Provedte dukaz sami.



Aritmetické operace s funkcemi

Definice 24 I

Necht jsou zadany funkce f a g. Pak definujeme:

(1) (f+9)(x) = f(x) + 9(x) pro x € D(f) N D(g)

(2) (f—9)(x) = f(x) — g(x) pro x € D(f) " D(g)

(3) (f9)(x) = f(x)g(x) pro x € D(f) N D(g)

(@) () = o prox € D(f) N1 D(g), g(x) # 0

(5) (fog)(x) =f(g(x)) prox € D(fog) = {x|x e D(g), 9(x) € D(f)}.

@ Skladani funkci neni komutativni operace, protoze fog # go f




Priklad ,

Uvazujme funkce f(x) = x* + 3 a g(x) = v/x. Pak
(fog)(x) =f(g(x))=x+3, D(fog)={xeR|lx >0}
(gof)(x) =g(f(x)) = Vx*+3, D(fog)=R




Suda, licha a periodicka funkce

Definice 25
Funkce f se nazyva
@ suda, pokud plati f(—x) = f(x) pro x € D(f)
@ licha, pokud plati f(—x) = —f(x) pro x € D(f)
@ periodicka, pokud existuje T > 0 tak, Ze je-li x € D(f) pak x += T € D(f) a plati,
Zef(x+ T) = f(x).

A

Poznamka

Je-li f : [a, b] — R periodicka funkce s periodou T, pak je podle definice tato funkce
definovana na vsech intervalech [a+ KT,b + kT] prok € Z. Pokudje T < (b — a),
pak je tedy funkce f definovana na celé realné ose, tj. pro x € R.

Véta 14
@ Graf funkce je symetricky podle osy y pravé kdyz je funkce suda.
@ Graf funkce je symetricky podle pocatku souradného systému pravé kdyz je
funkce licha.




oz .|
@ Graf je symetricky podle osy y <= ([x,y] € Graf(f) <= [—x,y] € Graf(f))
<— (y=f(x) < y=1f(—x)) < funkce f je suda.
@ Graf je symetricky podle podatku <~
([x,y] € Graf(f) < [—x,—y] € Graf(f)) < (y =f(x) < —y = f(—x))
<— f(x) = —f(—x) <= funkce f je licha.




Inverzni funkce

Definice 26 (Inverzni funkce) |
Jestlize dvé funkce f a g splnuji podminky
Q@ f(9(x)) = x pro kazdé x € D(g)
Q 9(f(x)) = x pro kazdé x € D(f)
pak f a g se nazyvaji inverzni funkce. Zapisujeme f =g~ ag = f"". |

Je zapotfebi rozliSovat mezi inverzni funkci f~'(x) a (-1) mocninou
funkce f(x), tj. f(x)™' = -




Inverzni funkce

Véta 15

Funkce ma inverzni funkci pravé kdyZz je prosta. J

Horizontalni test: Funkce f ma inverzni funkci pravé kdyz libovolna horizontalni
primka protina graf funkce maximalné v jednom bodé.



Dlkaz

Chceme dokézat, Ze je-li funkce f prosté, pak f~' je funkce podle Definice 9, ti.
musime oveérit podminku z Véty 6.

Funkce f je prosta prave kdyz

(X1, Xo € D(f), X1 75 Xo & D(f) — Y1 = f(X-|) 75 f(Xg) :y2)<:>

i=Yy: = xy=1F""(y1) =)o) = x2) < ' je funkce podle Véty 6.




Inverzni funkce

Véta 16 J

Grafy inverznich funkci f a f~' jsou symetrické podle osy y = x.

[x,y] € Graph(f) < y=f(x) < x=f"(y) < [y,x] € Graph(f™') =
body [x, y] a [y, x] jsou symetrické podle osy y = x O




Inverzni funkce nemusi existovat

Priklad

UvaZujme kvadratickou funkci f(x) = x? (jeji graf je vyznaden plnou, éernou &arou).
Graf symetricky podle osy y = x (teCkovana primka) je vyznacen Cervené (pina i
carkovana ¢ara). Tento graf neni ovSem grafem Zadné funce (neni spinén vertikalni
test, viz. poznamka pod Definici 21). To je zptsobeno tim, Ze funkce f neni prosta
na svém definicnim oboru D(f) = R, takZe k ni na tomto intervalu neexistuje inverzni
funkce. Definiéni obor funkce f = x* ztiZime na interval [0, co). Na tomto intervalu je
funkce f prosta a existuji k ni inverzni funkce f~'(x). Tuto inverzni funkci znacime
VX (jeji graf je vyznaceny cervenou, plnou ¢arou na obrazku,).

2




Poznamka

V pfedchozim prikladé bychom mohli také postupovat tak, Ze definicni obor funkce
f = x? zdZime na interval (—oo, 0]. Na tomto intervalu je funkce f prosta a graf k ni
inverzni funkce je vyznacen na predchozim obrdzku cervenou, prerusovanou carou.
Je tedy vidét Ze v pripadé funkci, které nejsou prosté, existuje vice moznosti, jak
definovat inverzni funkci. V pripadé funkce druha odmocnina se tato inverzni funkce
konstruuje k funkci x* definované na intervalu [0, co).




Postup pfi hledani inverzni funkce

Nejprve musime zajistit, aby inverzni funkce k funkci f vibec existovala, tj. pokud f
neni prosta (tj. nedefinuje prosté zobrazeni), pak jeji definicni obor zGzime tak, aby
se jednalo o prosté zobrazeni mnoziny D(f) na mnozinu H(f). Pak hledame inverzni
funkci takto:
@ Pro y € H(f) z rovnice y = f(x) vypocitdme x v zavislosti na y.
@ Ve vysledku prohodime x a y (to odpovida zaméné os) a ziskame inverzni
funkci = jejiz definiéni obor D(f~") = H(f) a obor hodnot H(f~') = D(f).



Inverzni funkce k linearni a kvadratické funkci

Priklad
Inverzni funkci k linearni funkci y = f(x) = kx + q je linearni funkce
y=1"0(x)=¢x-¢

Definice 27 (Odmocnina)

Inverzni funkce ke kvadratické funkci f : y = x*> se nazyvd odmocnina f~' : y = /x.
Jeji defini¢ni obor je D(f~") = {x|x > 0}.

@ K dané funkci nemusi existovat inverzni funkce. Napt. k funkci
y = x? s ptirozenym definiénim oborem R neexistuje inverzni
funkce. Ke kvadratické funkci y = x? s definiénim oborem
@ x > 0 je inverzni funkce y = v/x.

@ Definiéni obor inverzni funkce f~' se nemusi shodovat s
definicnim oborem funkce f




Funkce rostouci a klesajici

Definice 28 (Funkce rostouci a klesajici)

Funkce f : R — R se nazyva rostouci (resp. klesajici) pokud pro kazdé x; a xo z
definicniho oboru funkce takoveé, Ze x1 < xo plati f(x1) < f(x2) (resp. f(x1) > f(x2)).

Véta 17

KaZda rostouci (klesajici) funkce ma inverzni funkci.

D

Dukaz

Je-li f rostouci funkce, tj. x1 < xo = f(x1) < f(x2), pak plati, Ze

X1 # X2 = f(x1) # f(x2), Uj. funkce f je prosta a tedy existuje inverzni funkce.
Dukaz pro klesajici funkci je obdobny. O




Mocninna funkce

Mocninna funkce je funkce ve tvaru
f(x) = x&,

kde a € R je zadana konstanta, ktera se nazyva exponent. Nezavisle proménna je
x. Definiéni obor mocninné funkce zavisi na a.



Mocninna funkce s celo¢iselnym exponentem

Definice 29 |

Prone N
Q@ f(x) = x", pro kaZdé realné cislo x (tj. D(f) = R)
Q f(x)=x"":= 1, pro kaZdé realné éislo x # 0, tj. D(f) =R\ {0}.
@ f(x) = x°:=1, pro kaZdé reéiné &islo x # 0. (Vyraz 0° nedefinujeme.)

A

Véta 18 |
@ Je-li exponent n sudé Cislo, pak je funkce f(x) = x" suda. Pro x < 0 je klesajici
a pro x > 0 je rostouci.
Q@ Je-li exponent n liché cislo, pak je funkce y = x", licha a je rostouci pro
vSechna x € D(f) = R.

N,

Pravidla pro pocitani s mocninamipro m,nc Na x, y € R:
e XnXm — Xn+m

e (Xn)m — Xnm

Q Xx"y" = (xy)"
© Prox#0, 5 =x"""

n

@ Proy #0, % = ()



Mocninna funkce s racionalnim exponentem

Definice 30 (n-ta odmocnina) |
Inverzni funkce k funkci f(x) = x", n € N se nazyva n—ta odmocnina

3=

f(x) = V/x .= xn.
Definicni obor je nasledujici:
@ Je-li n liché cislo, pak je definicnim oborem a oborem hodnot této funkce R

@ Je-li n sudé cislo, pak je definiénim oborem a oborem hodnot interval [0, +c0). |




Pravidla pro pocitani s odmocninami:

Q@ Prosudé ne Nax,y € [0,00) plati /xy = ¥/x J/y

ProsudéneNax,ye[O,oo),ysﬁ()platl'\”/52%

Pro sudé n € N alibovolné k € Na x, y € [0,00) plati (¥/x)* =
Proliché ne Nax,y € R plati y/xy = V/x {/y

Proliché ne Nax,y e R,y #0plati ¢ fz%

Pro liché n € N a libovolné k € N a x € R plati (¢/x)* = v/xk

n

xk

© 000 ©



Mocninna funkce s racionalnim exponentem

Definice 31 I

Pro racionalni exponentr = =, (m € 7Z, n € N), je defini¢ni obor mocninné funkce
f(x) = xn (= V/x™) nasledujici:

Q@ Je-lim>0, m sudé, pak D(f) =R

Q@ Jelim>0, m liché, n sudé,pak D(f) = [0, +c0),

Q Jelim< 0, m sudé, pak D(f) =R\ {0},

Q Je-lim< 0, m liché, n sudé, pak D(f) = (0,+0) .




Pravidla pro pocitani pro mocniny s racionalnim exponentem

Véta 19
Necht x, y jsou kladna redlna Cisla ar, s € Q jsou racionalni ¢isla. Pak plati
Q xX'x°=x""°
e (XI’)S — XI’S
Q X'y =(xy)
Q5

® &=y

y

r
r—s
=X

Pokud bychom nekladli Zzadna omezeni na x a y, dostali bychom
nepravdiva tvrzeni. Napft.,

3
2

@ 1= (1) = (0 2 (nF) = (\3/(—1)2) =1.

Bylo zde nespravné aplikované pravidlo (x")°* = x™ pro x = —1.




Dokazeme prvni tvrzeni, tj. x"x° = x""° pro x > 0, ostatni tvrzeni se dokazi

podobné.

Protoze r, s jsou racionalni Cisla, tak je muzeme psét ve tvaru zlomku. Oba dva
zlomky pfevedeme na spole€ného jmenovatele, tj. r="as=% mpeZ, neN.
Pak podle pravidel pro pocitani s celoCiselnymi mocninami plati

m+p

ers = \/n xm \/n XF = \,meXP = \rme-i-p =X n = Xr+3.




Mocninna funkce s readlnym exponentem

Mocninnou funkci s realnym exponentem muizeme definovat dvéma zpusoby. Oba
dva zpusoby ovSem vedou ke stejné funkci.

Definice 32 (Mocninna funkce s realnym exponentem)
Pro redlny exponent a € R, a pro x € (0, co) definujeme y = x? nasledovne:
(i) Je-lix >1,a> 0 pak
x?:=sup{x" |0<r<a, reQ}.

(i) Je-lio < x <1,a> 0 apak

(ii) Je-lix >0 aa> 0 pak
1

(iv) Je-lia> 0 pak0?:=0 |

@ @ Mocnina s realnym exponentem je tedy definovana pouze pro
x > 0.




Mocninna funkce s realnym exponentem definovana pomoci funkce In

Mocninnou funkci muzeme také definovat pomoci exponencialni funkce a
logaritmické funkce (viz. Pfednaska 5).

Definice 33 (Mocninna funkce s realnym exponentem definovana pomoci suprema)

Pro a € R definujeme mocninnou funkci f : (0, c0) — R nasledovne

aln x

fx)=x%:=e

Poznamka

ProtoZe funkce In je definovana pouze pro kladna cisla, tak je mocninna funkce
definovana pomoci funkce In definovana také pouze pro x > 0.




Nékteré zaludnosti pocitacové algebry: Odmocnina v R vs. odmocnina

v C

(protoZze odmocnina neni definovana pro zaporna cisla)

@ V oboru reélnych &isel plati x = (v/x)? POUZE pro x > 0
; @ V oboru komplexnich &isel plati z = (1/Z)? pro z € C. Prog?

@ Napf. v programu Mathematica

In[1]:= (Vx)?

Out[l]= X

bez omezeni na hodnoty x, tj. i pro x < 0. Davodem je to, Zze
@ Mathematica pracuje v oboru komplexnich Cisel, tj. pro x < 0

plati, Ze

(VX)? = (iV=x)? = (—1)(=x) = x.

@ Pokud chceme v programu Mathematica pracovat s
odmocninou pouze v realném oboru, pouzijeme funkci Surd.




