UMB 564: Matematicka analyza |

Prednaska 5 : Funkce exponencialni, logaritmicka, goniometrické



Exponencialni a logaritmicka funkce

Definice 34 (Exponencialni funkce)
Pro kazdé realné Cislo a > 0 a kaZzdé realné c¢islo x se funkce

f(x) =a"

nazyva exponencialni funkce o zakladu a. Definicnim oborem jsou realna cisla a pro

a # 1 je oborem hodnot interval (0, 4+00).
Pokud je a = e (Eulerovo Cislo) pak se funkce y = e* nazyva exponencialni funkce. |

Zze exponencialni funkce ma nezavisle proménnou x v exponentu,

g% Rozdil mezi exponencialni funkci a mocninou funkci je tedy v tom,
zatimco mocninna funkce x? ma nezavisle proménnou v zakladu.




Exponencialni funkce

Poznamka

Funkci & je mozZné definovat i jinymi zplsoby, napr. pomoci nekonecné rady (viz.
Matematicka analyza Il)
(e @] Xn
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e = Z nl’
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nebo jako ?

n
. X
e* = lim (1 + —) : (3)
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aysgimnéte si, Ze pokud x = 1 ve vztahu (1), tak dostaneme definici Eulerova cCisla

n
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Logaritmicka funkce

Definice 35 (Logaritmicka funkce) |

@ Je-li f(x) = & exponencialni funkce o zakladu a > 0, a # 1, pak inverzni
funkce f~'(x) se nazyvé logaritmicka funkce o zakladu a a znadi se log ,(x).
Definicni obor logaritmické funkce je (0, +o0) a obor hodnot R.

@ Logaritmicka funkce o zakladu e se obvykle znaci In(x) := log,(x).

Necht x, y € (0,00). Pak pro a > 0, b € R plati
@ log,(xy) = log,(x) + log,(y)
@ log,(x?) = blog,(x)
@ log,(%) = log,(x) — log,(y)



Exponencialni a logaritmicka funkce

Figure: Levy obrazek znazornuje graf exponencialni funkce 2% (Cerna ¢ara) a inverzni funkce
log, x (Cervena Cara). Pravy obrazek znazornuje graf exponencialni funkce 0.5% (Cerna cara) a
inverzni funkce logg 5 x (Cervend Cara).



Goniometrické funkce
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Goniometrické funkce

@ \Velikost Ghlu se udavéa bud' v thlové mife (tj. ve stupnich), nebo v obloukové
mite (tj. v radianech, pficemz 1 rad= 120°)

@ V nasledujicim textu budeme vyjadrovat velikost Ghlu, pokud nebude fe¢eno
jinak, vzdy v radianech.

© Zakladni goniometrické funkce

f:y=sin(x), D(f)=R,H(f) =[-1,1]
f:y=cos(x), D(f)=TR,H(f) =[-1,1]

sin(x) _ ™ _
cos(x)’ D(f) =R\ {(2k + 1)5, keZ)},Hf)=R

f:y=tan(x) =

o) " p(fy = R\ {kn, k € Z)}, H(F) = R

f:y=cot(x) = sin(x)”



Nekteré zakladni goniometrické rovnosti

cos(x) + cos(y) = 2 cos( X

sin® X + cos® x = 1
sin(2x) = 2sin(x) cos(X)
cos(2x) = cos®(x) — sin®(x)
sin(X & y) = sin(x) cos(y) = cos(x) sin(y)

cos(x £ y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y)

sin(x) + sin(y) _25|n( y)c s(X y)

sin(x) —sin(y) = 2cos( y)s n( )

+Yy
2

X—y
5 )

) cos(

cos(x) — cos(y) = —2 sm( y)sm( )
—




Dukaz tri rovnosti
A \

»

A

ANOAX ~ AEDX

| |BD| |CE|

| _ _ _ DE
f-sin (o + 8) = |AE| = |AC| + |CE| = |BD| + [CE| = 1 55 [OD| + | 5 [DE| =

sin «wcos 8 + cos asin 8
2.sin (2a) = sin (v + a) = sinavcos o 4 cos asin @ = 2sin o cos
|0B| |CD|

| _ _ _ _ _ — ED

3. cos(a+ §) = |OA| = |OB| — |AB| = [O0B| — [CD| = 155 [OD| — 125 |ED| =

cos . cos 3 — sinasin 8



Cyklometrickeé funkce (inverzni funkce k funkcim goniometrickym) arcsin

arccos

Plot[Sin[x], {x, -10, 10}, PlotStyle -» Black] Plot[Cos[x], {x, -10, 10}, PlotStyle -» Blue]

1.0

-1.0

Show[{Plot[Sin[x], {x, -x/2, n/2}, PlotStyle -» Black], Show[{Plot[Cos[x], {x, O, n}, PlotStyle » Black],
Plot[ArcSin[x], {x, -1, 1}, PlotStyle -» Blue], Plot[ArcCos[x], {x, -1, 1}, PlotStyle - Blue],
Plot[x, {x, -1.5, 1.5}, PlotStyle » {Dashed, Black}]}, Plot[x, {x, 0, 1.5}, PlotStyle -» {Dashed, Black}]}, AspectRatio -1,
AspectRatio » 1, PlotRange -» All] PlotRange - All]
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Figure: Inverzni funkce k sin (vlevo dole) a cos (vpravo dole). Cernou &arou je vyznaéena
funkce sin nebo cos na intervalu, na kterém je prosta a modrou barvou je vyznacena inverzni



Cyklometrické funkce arctan, arccot

Plot[Tan[x], {x, -10, 10}, PlotStyle » Black]
Plot[Cot[x], {x, -10, 10}, PlotStyle -» Black]

S

Show[{Plot[Tan[x], {x, -x/2, n/2}, PlotStyle » Black,

PlotRange -» {-10, 10}], Show[{Plot[Cot[x], {x, 0, 7}, PlotStyle » Black, PlotRange » {-10, 10}],
Plot[ArcTan[x], {x, -10, 10}, PlotStyle » Blue], Plot[ArcTan[x, 1], {x, -10, 10}, PlotStyle -» Blue],
Plot[x, {x, -10, 10}, PlotStyle » {Dashed, Black}]}, AspectRatio -1, Plot[x, {x, -10, 10}, PlotStyle -» {Dashed, Black}]}, AspectRatio - 1,
PlotRange - All] PlotRange - All]
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Figure: Inverzni funkce k tan (vlevo dole) a cot (vpravo dole). Cernou &arou je vyznaéena
funkce tan nebo cot na intervalu, na kterém je prosta a modrou barvou je vyznacena inverzni
funkce arctan a arccot



Cyklometricka funkce arccot implementace v programu Mathematica

Plot[Cot[x], {x, -10, 10}, PlotStyle -» Black]

W

Show[{Plot[Cot[x], {x, -n/2, n/2}, PlotStyle - Black,
PlotRange -» {-10, 10}],
Plot[ArcCot[x], {x, -10, 10}, PlotStyle » Blue],
Plot[x, {x, -10, 10}, PlotStyle » {Dashed, Black}]}, AspectRatio -1,
PlotRange -» All]
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Figure: Implementace inverzni funkce k funkci cot v programu Mathematica. Funkce cot se
uvazuje na intervalu (—=n /2, /2) na kterém je prosta, tj. existuje inverzni funkce, kterou
Mathematica definuje funkci arccot.



Cyklometrické funkce (inverzni funkce k funkcim goniometrickym)

f:y=arcsin(x) :=sin"'(x) D(f) =[-1,1], H(f) = [-7/2,7/2]
f:y =arccos(x) :=cos '(x) D(f)=[-1,1], H(f) = [0, n]
f:y=arctan(x) :=tan"'(x) D(f) =R, H(f) = (—7/2,7/2)
f:y=arccot(x) :=cot™'(x) D(f) =R, H(f) = (0, )

Poznamka

V pFipadé funkci, které nejsou prosté, zavisi inverzni funkce na tom, na jaky interval
zuzime definicni obor funkce, abychom ziskali prosté zobrazeni. Vyse uvedené
definice inverznich funkci jsou bézné pouzivané. Jak jsme ale vidéli, napf. program
Mathematica definuje inverzni funkci k funkci cot jinym zpusobem. VySe uvedena
definice funkce arccot se konstruuje k funkci cot s definicnim oborem (0, ). Funkce
arccot pak je definovana na intervalu (—oo, co) s oborem hodnot (0, 7). Program
Mathematica konstruuje inverzni funkci k funkci cot na intervalu (—m /2,7 /2).
Inverzni funkce je pak definovana na intervalu (—oo, o) s oborem hodnot
(—7/2,7/2], pficemZ funkce arccot je pak nespojita funkce v bodé 0 a arccot v bodé
0 je definovany hodnotou m /2.

y




Zakladni cyklometrické rovnosti

sin"'x4cosT'x = 7/2
cos(sin~'x) = 1—x2
sin(cos™ ' x) = V1 —x2

tan(sin” ' x) = X

a mezi —1 mocninou funkce sin x, tj. (sinx)™' = =—. Zda-li se jedna

sin x °

o inverzni funkci nebo o mocninu musi byt zfejmé z kontextu.

@ Je zapotfebi rozliovat mezi sin~' x, tj. inverzni funkci k funkci sin x




