UMB 564: Matematicka analyza |

Prednaska 6: Limita funkce |



Limita poslouposti

Neformalni definice: Limita posloupnosti {an};2 je takové Cislo L, Ze vzdalenost a;
od L muzeme udélat libovolné malou, pro vsechny indexy i dostatecné veliké.

Definice 36 (Definice limity posloupnosti)

Necht je dana posloupnost realnych Cisel {an} 2. Pak definujeme

Vliastni limita

n—oo
prave kdyZ pro kazdé cislo e > 0 existuje ¢islo ny € N takové, Ze pro
kaZzdé n > ny plati |a, — L| < e.
Nevlastni limita

[im a, = c©
n—oo

prave kdyZz pro kazdé ¢islo N > 0 existuje ¢islo ny € N takové, Ze pro
kazdé n > ny plati a, > N.

Nevlastni limita

lim ap = —o0
n— oo

prave kdyZ pro kazdé ¢islo N < 0 existuje cCislo ny € N takoveé, Ze pro
kazdé n > ny plati a, < N.
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Limita posloupnosti

Zapis

n—oo

@ vyjadfuje dvé vlastnosti:
@ Limita posloupnosti v daném bodé existuje

@ Hodnota této limity je rovna &islu L € R.




lim v/n=1.

n—oo

Priklad J

Dikaz I

Podle Definice 36 chceme dokazat, Ze pro libovolné ¢ > 0, najdeme N € N takove,
Ze pro vsechna n > N plati |x/n — 1| < ¢, t.

(1-¢e)"<n<(1+¢€).

Nerovnost (1 — ¢)" < n plati pro vsechna n € N. Nerovnost n < (1 + €)" dokazeme
pomoci bionomické véty. Plati

n
n_ ny ; n\ 2 nn-1) »
(149 _ZO ><2>g e
Polozime-liN > 5 + 1, tak pro n > N plati

”(’7—1)62

5 > n.

(1+¢)" >

A




Limita posloupnosti

Priklad (Limita posloupnosti nemusi existovat)
Posloupnost {—1,1,—1,1,...} nema limitu.

D——

Véta 20 |

@ Necht posloupnost {an}:2 je neklesajici (tj. an.1 > an pro n € N) a omezena
shora. Pak existuje limita posloupnosti a plati lim,_.. a, = sup{an|n € N}.

@ Necht posloupnost {an}:2 je nerostouci (tj. a,y1 < an pro n € N)a omezena
zdola. Pak existuje limita posloupnosti a platilim,_, . a, = inf{as|n € N}.

A

Pfiklad ,

ProtoZe posloupnost { (1+ )"} je rostouci a omezend (Véta 10) tak plati

lim (1—}——) :sup{(1—|——> \neN}:e
n— oo n n




Dukaz Véty 20

DokaZeme prvni tvrzeni. ProtoZe mnoZina {an|n € N} je omezena shora, tak podle
véety o supremu (Véta 9) vime, Ze existuje supremum této mnoZziny a oznacime

L = sup{an|n € N}.

Zvolime sie > 0. Z definice suprema plyne, Ze a, < L pro vsechna n € N a existuje
ny € N takove, Ze
L—e< ano < l_,

‘ano — L‘ < €.

ProtoZe posloupnost je rostouci, tj. an < any1, tak pro véechna n > ny plati
lan — L| < e. Dokazali jsme, Ze
[im an = L

n— oo




Limita funkce-neformalni definice

"Limita funkce f v bodé a, ve kterém funkce nemusi byt definovana, je takové Cislo L,
ze vzdalenost funkce f(x) od L je libovolné mala, pokud je x dostatecné blizko bodu
a.ll



Limita funkce

Definice 37 (Prstencové okoli bodu) |
Pro libovolné e > 0 se mnoZina (a—e,a+ ¢) \ {a} nazyva prstencové okoli bodu a. |

Definice 38 (Vlastni limita ve vlastnim bodé)
Necht je funkce definovana v prstencovém okoli bodu a € R. Pak definujeme

) =1

(L € R) pravé kdyZz pro kazdé cislo e > 0 existuje ¢islo 6 > 0 takové, Ze pro kazdy
bod x z definicniho oboru funkce f splrujici 0 < |x — a| < ¢ plyne, Ze |f(x) — L| < e. |

1. Definice limity nepfedpoklada, ze by funkce byla definovana v
bodé, ve kterém se limita pocita (tj. v bodé a).
2. Zapis

lim f(x) =L
X—a
; vyjadfruje dvé vlastnosti:

@ Limita funkce v daném bodé existuje
@ Hodnota této limity je rovna &islu L.




Priklad (Funkce neni definovana v bode, ve kiterém se pocita limita)

[im = lim =limx+2=4
x—2 X — 2 X—2 X—2 X—2

T

Chceme dokazat, Ze pro libovolné ¢ > 0 muzZeme nalézt § > 0 tak, aby platilo

2
X =4 4 <e (4)

0<|x—2\<6$|x__2

ProtoZe x + 2, tak plati (protoZze muzeme kratit)

X2 —4
X—2

—4‘:\x—2|.

Pokud zvolime § < e, pak plati (4).




lim3x —5=1.

X—2

Priklad (Funkce je definovana v bodé, ve kterém se pocita limita) J

Zvolime libovolné € > 0. Protoze

IBx —5—-1| < e
Bx — 6| < ¢
3[x—2|<e

£
_o < =

tak staci zvolit v definici limity § <

W™




Limita funkce

Definice 39 (Nevlastni limita ve vlastnim bodé)
Necht je funkce f definovana v prstencovém okoli bodu a € R. Pak definujeme

o
lim f(x) = 400

X—a
pravé kdyZz pro kazdeé cislo N € R existuje ¢islo 6 > 0 takové, Ze pro kazdy bod
x z definicniho oboru funkce f spinujici0 < |x — a| < § plyne, Ze f(x) > N

(2

lim f(x) = —o0
X—a

pravé kdyZz pro kazdé cislo N < 0 existuje ¢islo 6 > 0 takové, Ze pro kazdy bod
x z definicniho oboru funkce f splriujici 0 < |x — a| < ¢ plyne, Ze f(x) < N.




Priklad

Zvolme libovolné N € R. Pokud poloZime § < 17 pak plati, Ze pro

\x|<5:>l2>N.
X




Limita funkce

Definice 40 (Vlastni limita v nevlastnim bodé)

@ Necht je funkce f definovana v intervalu (A, +), kde A € R. Pak definujeme

XILmOO f(x)=1L
(L € R) prave kdyZ pro kazdé Cislo e > 0 existuje ¢islo N > 0 takoveé, Ze pro
kazdy bod x z definicniho oboru funkce f spinujici N < x plyne, Ze
1f(x) — L| <e.
@ Necht je funkce f definovana v intervalu (—oo, A). Pak definujeme
i Too XV =5
pravé kdyZ pro kazde Cislo e > 0 existuje ¢islo N < 0 takové, Ze pro kaZdy bod
x z definiéniho oboru funkce f splriujici N > x plyne, Ze |f(x) — L| < e.




Nevlastni limita v nevlastnim bodé

Definice 41

Necht je funkce f definovana v intervalu (A, o), kde A € R. Pak definujeme

lim f(x) = +oc0

X—» 00

pravé kdyZ pro kazdé ¢islo N € R existuje Cislo a > A takové, Ze pro kaZdy bod x
splriujici x > a plyne, Ze f(x) > N.

g

Poznamka

Obdobne se definuji i dalsi nevlastni limity v neviastnich bodech, tj.
AT ) =e0
XILmOO f(x) =— o0
AT ) == o0 |




Monodova krivka

Priklad (Monodova kfivka-zavislost rychlosti enzymatické reakce na koncentraci

substratu)

@ S =koncentrace substratu v enzymatické reakci,
@ v(S) = rychlost reakce,

@ umax = maximalni mozna rychlost reakce,

@ Ky = Michaelisova (polosaturacni) konstanta,

. ,UmaxS
v(S) = 1.
Pak plati
V(Ku) = e
a
MmaxS . KMmax

li =
Sl—>moo KM+S Sl—>ooK_§/’_|_‘|

= HKmax




Monodova krivka

}, {x, ®, 2.5}, PlotRange -» All, PlotStyle -> {{Black, Dasl

0.5+ x




Limita funkce

Definice 42 (Jednostranna limita) |

@ Necht je funkce f definovana v intervalu (a — A, a), A > 0. Pak definujeme
limitu zleva

A ) =F
prave kdyZz pro kazdeé cislo e > 0 existuje cislo 5 > 0 (A > §) takové, Ze pro
kazdy bod x € (a— 6, a) plati |f(x) — L| < e.
@ Necht je funkce f definovana v intervalu (a,a+ A), A > 0. Pak definujeme
limitu zprava
lim f(x) =1L
X—at
pravé kdyz pro kazdé cislo ¢ > 0 existuje ¢islo 6 > 0 (A > ¢) takové, Ze pro
kazdy bod x € (a,a+ ¢) plati |f(x) — L| < e.

v

Poznamka

Obdobné se definuji i jednostranné nevlastni limity ve viastnim bode, t.
Iimx_)a_ f(X) = 400 a |imx_>a+ f(X) = +o0.




Priklad

4
Priklad

§




Existence a jednoznacnost limity

Véta 21 (Jednoznacnost limity)

@ Funkce f ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.
@ Funkce f ma v daném bodé nejvyse jednu limitu zleva (zprava).




S

Dukaz provedeme pro jednoznacnost limity sporem. Predpokladejme, Ze existuji dvé
rdzné limity, 1.
limf(x)=A a limf(x)=B, A#B.

X—a X—a

PoloZme ¢ = |A — B| > 0. Z existence limit plyne, Ze pro toto ¢

EL) 0<|X—a|<51:>|f(x)_A|<%
362 > 0, O<\x—a\<52:>\f(x)—B|<g
Polozme
6:min{51,52}.
Pak plati

O<|x—a <d=|A-B|<|A—f(x)|+|B—f(x)]| <e.

Obdrzeli jsme spor s tim, Zec = |A — B].




Existence limity

Véta 22 (Existence limity)
Plati, Ze limx_,4 f(x) = L prave kdyz

g 100 = g f =+

Predchozi véta fika, ze limita funkce v daném bodé existuje prave

tehdy, kdyz
@ @ Existuji obé dvé jednostranné limity

@ Obé dvé jednostranné limity si jsou rovny




1. Dokazeme, Ze pokud existuje limita funkce, pak existuji i obé jednostranné limity.
Predpokladejme tedy, Ze existuje limita funkce, tj.

limf(x)=LeVe>036>0,0< |x—a <d=|f(x)—L|<e.

X—a

Odltud tedy plyne, Ze
xe(a—d,a)=|f(x)—Ll<e

x € (a,a+d)=|f(x)—Ll <e.
Posledni dva vyrazy znamenayji, Ze existuji jednostranné limity a jsou rovny L.
2. Dokazeme, Ze pokud existuji obé jednostranné limity a jsou si rovny, pak existuje i limita
funkce. ProtoZe
lim f(x)= lim f(x)=L
X—ag X—a_
tak podle definice jednostranné limity pro kazdé £ > 0
361 > 0, tak, Ze provsechna x € (a,a+d01) = |f(x) —L| <e
36> > 0, tak, Ze provSechna x € (a— d»,a) = |f(x) —L| <«
PoloZme § = min {44, 9>} . Pak plati
O<|x—a<do=|f(x)—Ll<e.

Dokazali jsme, Ze existuje limita funkce f alimy_.of (x) = L. O




Priklad (Limita neexistuje)

: .1 L
lim sm; neexistuje

x—04

Plot[sin[;] , {X, 0.01, 0.1}, PlotStyle—»Black]

K




Protoze

sin ;‘ < 1, tak pokud limita existuje, tak musi byt v intervalu [—1,1].

1
@ Predpokladejme, Ze limy_ L sin M 1, tj. podle definice, zvolme2 > ¢ > 0, 36 > 0,

1 v .1 :
x € (0,6) = |sin M 1| < e < 2. Redeni rovnice sin M —1 jsou
Xy = ———=—, K € Z. ProtoZe limy_,  xx = 0, tak v intervalu (0, &) existuji body xy
2kt — —
™ 2 1
takové, Ze | sin i 1| = |-2| = 2. To je ve sporu s existenci limity.
k

1
Q@ Pokud budeme predpokladat, Ze limy_, L sin P —1, tak je dikaz obdobny.

< 1.2volme0 < e < 1 —|L|. Podle
definice limity pro toto e musi existovat § > 0, takové, Ze pro vSechna x € (0, ) plati®

1
© Predpokiddejme sporem, Ze limy_,q, sin e La|L

1 1
|sin—| — |L| < |sin— — Ll <e<1—|L]
X X

1 y
a tedy | sin ;| < 1 pro véechna x € (0, ). To ovéem neplati a tedy dostavame opet spor s
predpokladem, Ze limita existuje.

2Protoze plati |A| — |B| < |A — BJ.

4C




Asymptota funkce

Definice 43 (Asymptota)

Pfimka x = a se nazyva vertikalni asymptota funkce y = f(x), pokud plati jedna z
nasledujicich podminek
lim f(x) = too,
X—a_

nebo
lim f(x) = £o0.
X—ay
Pfimka y = L se nazyva horizonalni asymptota funkce y = f(x), pokud plati jedna z
nasledujicich podminek

lim f(x) =1L
X—r 00
nebo
lim f(x) = L.
X—r— 00




