UMB 564: Matematicka analyza |

Prednaska 7: Limita funkce Il



Algebraické operace s limitami

Necht' limy_, 2 f(x) = Ly alimx—a9(x) = L. Pak plati
@ limsak=k keR
Q limyax=a
Q lim—a(f(x) £ g(x)) =L £ Lo
Q limx—a (f(x)9(x)) = LiL2

Q limy_a % — L pokud Lp # 0

Q limyx—a+/f(x) = VL pokud Ly > 0.

Pfedchozi véta fika, Ze pokud existuje limy_,5f(x) a limyx_a4g(x),

f(x)

pak existuji i limy_a(f(x) £+ g(x), limx_a(f(x)g(x)), IimHa%

@ (pokud Ly # 0), a limx_4+/f(x). Opacna implikace ale neplati,
tji. napf. pokud existuje limx_a(f(x) £ g(x) pak nemusi existovat
limx—a f(Xx) nebo limy_a g(x).




1. Dokézeme, zZe limy—a (f(x) £ g(x)) = limx—a f(X) + limx—29(x) = Ly + Lp. Zvolime si
e > 0. Protoze z predpokladl véty vime, Zze obé dve limity vpravo existuji, tak existuje §; > 0 a
d> > 0 tak, ze plati
0< |x—a| < 4 :>|f(X)—L1‘ <€/2
O0<|x—al <do= |f(x) — Lo| < e/2.
Pak pro 6 = min{dy, do} plati,
0<|x—a <d=|f(x)+9(x) — L1 — Lo <[f(x) — Li[+]9(x) — Lo| <&

atedy limx_a (f(x) + g(x)) = Ly + Lo.
2. Dokazeme, zZe limy— 4 (f(x)g(x)) = limx—af(x) limx—ag(x) = L1L,. Zvolime sic >0 a
nalezneme 61 > 0, o > 0 a §3 > 0 tak, aby platilo
0<|x—al<d = [g(x)| < |L2| +1
g
2(|L2| +1)
g

O<|x—al<dsg=|9(x) — L] < —
2Ly

0< |x—al <do=|f(x)— Ly| <

Pak pro 0 < |x — a| < § := min{d1, I, 3} plati
[F)9(x) — LiLe| = [f(x)g(x) — L19(x) + L19(x) — LiLz| = [9(x)(f(x) — L1) + L1(9(x) — L2)| <

9CAIIFO) = Lol +ILi11(900) = La)] < (ILel + ) gy ;



Limita polynomialni a racionalni funkce

@ Je-lip(x) = cy+ ci1x + CoXx? + - - - + cox", pak
lim p(x) = p(a)

Q Jsou-li p(x) a g(x) dva polynomy a f(x) = %, pak

i PX) _ p(a)
x»aq(x) q(a)

pokud q(a) # 0.

Poznamka

Funkce f(x) = %, kde p(x) a q(x) jsou polynomy, se nazyva racionalni (lomeng)
funkce.




Véta o sevreni

Véta 25 (Véta o sevreni)
@ Jestlize f(x) < g(x) < h(x) pro kazdé x v okoli bodu xo a

lim f(x) = lim h(x) =L,

X— X X—> X

128 lim g(x) = L.
0

X—r X

Q Jestlize f(x) < g(x) pro kaZzdé x v okoli bodu x; a

lim f(x) = oo,
X—Xg

2 lim g(x) = oo.
X—Xg

Q Jestlize f(x) > g(x) pro kaZzdé x v okoli bodu x; a

lim f(x) = —o0,
X—Xp

2Bl lim g(x) = —o0.
X—Xp




Dukaz Véty 25

Protoze limx_,x, f(X) = limx—x, h(x) = L, tak podle definice pro kazdé > 0 existuje
dr > 0 adp > 0 takova, ze pro kazdé x € (xo — 6¢) U (X0 + 6¢), |[f(X) — L| < eapro
x € (Xo — dn) U (X0 + dn), |h(x) — L| < . Zvolme § = min(d¢, In). Pak pro vSechna
X € (Xo — 4, Xo) U (Xo, Xo + 5) platl'

L—e<f(x)<9g(x) < h(x)<L+e,

atedy |g(x) — L| < . Dokazali jsme, ze limy_x, g(x) = L.
Ostatni tvrzeni Véty 25 se dokazi analogicky.



Necht x je v radianech. Pak

. sinx
[im =1.
x—0 X

®

Pokud je Ghel ¢ vyjadfeny ve stupnich, pak plati lim,_,o S”‘Tf[o] —

sinp g5 [Rad] . sincp%[ﬁ'ad]i _ , AV
—&— = limg_0 o T8 — T80 Plati totiz, ze

pokud je velikost Uhlu ve stupnich rovna ¢, pak jeho velikost
vyjadrena v radianech je o /180.




Dukaz

gkl

J’é‘f

X A

Pro obsahy trojuhelnik( Poas, Pocp a kruhové vysece Pocg plati

Poas <Pocs < Pocp (5)
cosXxsinx X 1 sinx

2 <2<§cosx

X 1
Cos X < — < (7)
sin X Cos X

1
cos X

Podle véty o sevreni, protoze limy_,g cos X = limy_,o
Plati tedy, ze limy_0 my = limy_0 3% = 1.
X

sin X

X




. cosx — 1 . cosX—1 cosx+1 . cos® X — 1

[im ——— = |Iim = |im —

X—0 X x—0 X cosX+1 x—0 x(cosx + 1)
sin® x . sinxXx sinX sin X . sin X

lim — = lim = lim im =0
x—=0 X(cosx+1) x-0 x cosx+1 x=0 X x—0cosx+ 1

protoZe obé dvé limity vpravo existuji. )

Z véty o sevreni plyne

: 1
lim x®sin — = 0.
x—0 X

@ Uvedenou limitu nelze spocitat pouzitim véty o limité soucinu funkci, protoze

: .1 : .1
lim x?sin — # lim x? lim sin —,
x—0 X x—0 x—0 X

ponéevadz druha z limit na pravé strané neexistuje!

A




Riemannova funkce
Definice 44

Funkce 1

- _ P SIng
: pro x = 4, (p,q nesoudelna)

1 pro x=0
0 pro x iracionalni

R(x) =

se nazyva Riemannova funkce.




Riemannova funkce

Véta 28

Riemannova funkce R : R — R ma nasledujici vlastnosti:
@ Je periodicka s periodou 1, tj. R(x + 1) = R(x) pro kaZzdé x € R

@ Pro kazdé a € R plati
lim R(x) = 0.

X—a




Dukaz véty

1. Dokazeme, Ze je funkce R periodicka, tj. R(x + 1) = R(x). To plati zfejmé pro
vSechny body x, které jsou iracionalni (protoze 1 + x je také iracionalni ¢islo). Pokud
je x racionalni, pak x = £ (p a g jsou nesoudéIng). Pak takeé Cisla p + g a g jsou
nesoudélna (dokazte). Plati tedy, R(2 + 1) = R(25%) = ¢.

2. Dokazeme, Ze limx_.a R(x) = 0. ProtoZe je funkce 1-periodicka, staci se omezit
na interval [0, 1] (v krajnich bodech uvazujeme limitu zprava nebo limitu zleva).
Podle definice limity funkce, zvolime libovolné £ > 0 a dale zvolime n € N
dostatec¢né veliké tak, aby platilo £ > ,17 Pak je mnozina racionalnich Cisel

P P
M={x==|0<=<1, g<n
{ q! q qg<n}

konecCna. Existuje tedy Cislo § > 0 takové, ze
Mn{xla—d<x<a+9d, x+#a}=»0.

Necht x # aa x € (a— §,a+ 9). Pokud je x iracionalni, je R(x) = 0 < . Pokud je
x = £ raciondlni, pak x ¢ Matedy g > n,tj. ; < ;aR(8)=1 <} <e.



