UMB 564: Matematicka analyza |

Prednaska 8: Spoijitost funkce



Spoijitost funkce v bodé

Definice 45 (Spojitost v bodé)

@ Necht funkce f je definovana v intervalu [a, b] a xo € (&, b). Pak fikame, Ze
funkce je spojita v bodé xo pokud plati
)(Il_}rr)\(0 f(x) = f(x0)-
@ Pokud
ler2+ f(x) = f(a)
pak fikame, Ze funkce f je spojita v bodé a zprava.

@ Pokud
lim f(x) = f(b)

X—b_

pak fikame, Ze funkce f je spojita v bodé b zleva.

.




Spoijitost funkce v bodé

Definice spojitosti funkce v bodé X, fika, ze
@ funkce je definovana v bodé xp

@ @ existuje limita (event. limita zprava, limita zleva) funkce v tomto
bodé

@ tato limita se rovna funkéni hodnoté

Pokud libovolna z vySe uvedenych podminek neplati, je funkce ne-
spojita v daném bodé.




Pfiklady

Funkce ”
X pro x#0
f(X)_{ ) pro x =0

je nespojita v bodé xo = 0, protoZe limy_,o f(x) neexistuje. )
Funkce .

[ sin. pro x#0

f(X)_{ 0o pro x=0

je nespojita v bodé xo = 0, protoZe limy_,o f(x) neexistuje. )

Funkce

[ xsinl pro x#0
f(x)_{O g pro x=0

je spojita v bodé xo = 0. To plyne z toho, Ze —|x| < xsin 1 < |x| a z véty o sevieni.

V.




Ekvivalentni definice spojitosti funkce

Z definice limity funkce plyne, Ze spojitost funkce v bodé Ize definovat ekvivalentné
také nasledujicim zplsobem.

Definice 46 (Spojitost funkce v bodé)

Necht funkce f je definovana v intervalu (a, b) a xo € (a, b). Pak fikame, Ze funkce
je spojita v bodé xo pokud plati, Ze pro kaZzdé e > 0 existuje § > 0 tak, Ze plati

|X — Xo| < & = |f(x) — f(x0)| < e.




Spojitost funkce v intervalu

Definice 47 (Spojitost v intervalu)

@ Necht funkce f je definovana v otevieném intervalu (a, b). Pak fikdme, Ze
funkce je spojita v intervalu (a, b), pokud je spojita v kazdém bodé intervalu
(a,b).

@ Pokud je funkce definovana na uzavieném intervalu [a, b], pak fikame, Ze je v
tomto intervalu spojita, je-li spojita v kazdém vnitfnim bodé a v bodé a (b) je
spojita zprava (zleva).




Spojitost funkce

@ Kazdy polynom je spojita funkce v kaZzdém bodé x € R.
@ KaZzda racionalné lomena funkce je spojita v bodech svého definicniho oboru.

Dukaz plyne z Véty 24.




Spojitost/nespojitost Dirichletovy a Riemannovy funkce

Definice 48 (Dirichletova funkce)

Funkce o
1 pro x racionalni

2= { 0 pro x iracionalni
se nazyva Dirichletova funkce. )
@ Dirichletova funkce D(x) je nespojita v kazdém bode.

@ Funkce xD(x) je spojita prave jenom v bode 0 (1j. je nespojita ve vSech
ostatnich bodech).

© Riemannova funkce R(x) je spojita v iracionalnich bodech a nespojita v
racionalnich bodech.




1. Dirichletova funkce D je nespaijita v libovolném bodé, protoze neexistuje limita
této funkce v Zadném bodé. To plyne z toho, Ze podle Véty 8, jsou-li a < b jsou dvé
libovolna realnd Cisla, pak v intervalu (&, b) existuje racionalni i iracionalni ¢islo.

2. Spojitost funkce xD(x) v bodé x = 0 plyne z toho, Ze plati

—|x| < xD(x) < |x]|.
ProtoZe v bodé 0 jsou vSechny tfi funkce rovny 0 a dale plati, Zze
Jim [x| = lim (=|x]) =0,

tak podle Véty 25 existuje i limy_o xD(x) = 0 a tedy je tato funkce spojita v bodé 0.
V libovolném jiném bodé neexistuje limita funkce xD(x)?, a tedy tato funkce neni
spojita v zadném bodé rlizném od 0.
3. Podle Véty 28 plati, ze limx—x, R(x) = 0 v libovolném bodé x,. Protoze R(x) =0
v iracionalnich bodech, tak v téchto bodech plati

lim R(x) = R(x) =0,

X=Xy

a tedy funkce R je spoijita v iracionalnich bodech.

2Pokud je xg # 0, pak v libovolném okoli tohoto bodu existuje iracionalini bod a pokud by existovala
limx—x, XD(x), pak by musela byt rovna 0. Zvolme si & > 0 okoli bodu X takové, Ze § < [xo|/2. Plati tedy,
Ze v racionélnich bodech v (xo — J, Xo + &) je [XD(x)| = |x| > |Xo|/2 > 0, a tedy limita-neexistuje.



Odstranitelna nespojitost

Necht f je definovana v prstencovém okoli bodu Xy (1., funkce nemusi byt
definovand v bodé x,). Necht' existuje limx_,x, f(x). Pak fikdme, Ze funkce f ma v
bodé x, odstranitelnou nespoijitost. Funkce

[ f(x), X # Xo, x € D(f
90 = { limx—x, f(X), x= xg )

je pak spojitym dodefinovanim funkce f v bodé xo. |

Funkce

x> —4
?(x):{x—Z pro x #2
4 pro x=2
x°—4

Jje spojitym rozsifenim funkce f(x) = *—= .




Spojitost funkce

Necht' f a g jsou spojité funkce v bodé xy. Pak nasledujici funkce jsou spojité v xo
@ cf,ceRrR
Qf+g
Qfg

f
Q g pokud g(xo) # 0.

Dikaz plyne z Véty 23.




Limita slozené funkce

Véta 32 (Véta o zaméné funkce a limity)

Necht limx_x, g(X) = yo a funkce f je definovana v okoli bodu y, a je spojita v bodé
Yo. Pak

Jim f(g(x)) = £(lim 9(x)) = f(30)

tomu, aby platilo limx_x, f(g(x)) = f(limx—x, g(x)) nestaci pfedpok-

@ Pfedchozi véta neplati bez predpokladu spojitosti funkce f, tj. k
l&dat, Ze existuje limy—x, g(X) = yo @ limy_y, f(y).

Necht f(y) = y? ag(x) = XZ_‘Z“, b limy_o % = 4 a funkce f je spojitd v bodé 4.

X

Podle Véty 32 tedy plati




Priklady, kdy nelze Vétu 32 pouzit

Je-lig(x) =0.5x a
3 pro y#A1
fly) = N
0 pro y=1,

pak plati, Ze existuje limy_> g(x) =1 = yo alimy_ f(y) = 3. Ale f(1) = 0, #.
lim f(g(x)) =3 #0 = f(lim g(x)) = f(1).
xX—2 x—2

x*—1
)!mx2—1 2

Oznadme f(y) = g ag(x) = X2, . f(g(x)) = % *>=1. Pak existuje limy_1 g(x) = 1

a existuje limy_,+ yy T =2, ale f(limy_1 g(x)) neni def/novano protoZe funkce f

neni definovana v bodé y = 1, tj. neni spojita v tomto bodé. Nelze tedy pro vypocet
této limity pouZit Vétu 32.




Ddkaz véty o limité slozené funkce

Zvolme podle definice limity funkce e > 0. PonévadZ f je spojita funkce v y,, tak
existuje 61 > 0 takové, Ze pro |y — yo| < 01 je [f(y) — f(J0)| < e.

ProtoZe limx_,x, g(X) = yo, tak k &islu 61 existuje § > 0 takové, Ze pro

0 < |x — Xxo| < & je |g(x) — yo| < 01.

Dokazali jsme tedy, Ze pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0 takoveé, Ze pro0 < |x — Xo| < ¢
jelf(g(x)) — f(y)| < ¢, t. podle definice je limx—.x, f(g(x)) = f(¥o).




Spojitost slozené funkce

Necht g je spojita v bodé x, a f je spojita v bode g(xo). Pak je sloZena funkce
f(g(x)) spojita v bodé xo.

Z Véty 32 plyne, Ze limy—x, f(g(x)) = f(limx—x, 9(x)) = f(9(X0))-




Spojitost inverzni funkce

Véta 34 (Spojitost inverzni funkce)

Necht' f : (a, b) — («, B) je rostouci nebo klesajici funkce zobrazujici interval (a, b)
na interval («, B). Pak plati

@ funkce f je spojita na intervalu (a, b)
@ inverzni funkce = : (o, B) — (a, b) je spojita na intervalu («, 3).

Predchozi véta o spojitosti inverzni funkce neplati, pokud bychom
predpokladali pouze, Ze funkce f je spojita a existuje k ni inverzni

funkce. Napf. funkce
§ f(X):{x pro 0 < x <1

x—1 pro 2<x<3

je spojita, inverzni funkce existuje, ale neni spojita v bodé 1.




Ddkaz spoijitosti inverzni funkce

@ Dukaz provedeme za predpokladu, Ze je funkce rostouci (pokud je funkce

klesajici je diikaz analogicky, rozmyslete si). Nejprve dokazeme, Ze funkce f je
spojita v kazdém bodé intervalu (a, b). Necht xg € (a, b) je libovolny bod a k
nému zvolime e > 0 takové, ze o < f(xp) — € < f(Xo) < f(X0) + € < B. Protoze f
je zobrazeni na interval («, 8), tak existuji body x_ a x; v intervalu (a, b) tak, ze
f(x=) = f(x0) —ea f(x;) = f(x0) + . Necht § = min{xo — x_, Xy — Xo}. Je-li
tedy |x — xo| < 0, je

f(xo) — e = f(x=) < f(x) < f(xy) = f(X0) + €,

tj. |f(x) — f(x0)| < e. Podle definice to znamena, Ze je funkce spojita v bodé xo.
ProtoZe bod xo byl libovolny bod z intervalu (a, b), dokazali jsme, Ze je funkce f
spojitéd v intervalu (a, b).

Nyni dok&Zzeme, Ze je inverzni funkce ' také spojita v intervalu (a, 3).
(Inverzni funkce existuje protoze funkce f je monotonni). K tomu nam staci
dokazat, Ze je rostouct, protoZe pak na ni aplikujeme prvni ¢ast tvrzeni. Necht
a < y1 < y2 < (. Pak plati

() = yi < yo = (7 (12))

a protoze f je rostouci funkce, tak musi platit, ze f~"(y1) < f~'()»), a tedy
je rostouci funkce.



