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Pfednaska 9: Extrémy funkce



Extrémy funkce

Definice 50 (Extrémy funkce)
Q Je-lix; € D(f) af(xi) > f(x) pro kazdé x € D(f), pak ¢islo M = f(x1) se
nazyva maximum funkce.

Q Je-lix; € D(f) af(x1) < f(x) pro kazdé x € D(f), pak Cislo m = f(x1) se
nazyva minimum funkce.

Minimum a maximum se souhrnné nazyvaji extrémy funkce.




Priklady

Funkce
1—|x ro x#0
Fx) = x| p #
0 pro x =0

na intervalu [—1, 1] nenabyva svého maxima. Neni spinén predpoklad o spojitosti
funkce.

Funkce f(x) = 1 nenabyva svého maxima ani minima na intervalu (0, 1). Nenf
spinén predpoklad o uzavrenosti intervalu na kterém se extrém hleda.




Bolzano—Weierstrassova véta

Véta 35 (Bolzano—Weierstrassova véta)

Z kazdé omezené posloupnosti cisel Ize vybrat podposloupnost, ktera je
konvergentni.




Dukaz Bolzano—Weierstrassovy véty

Oznacime si posloupnost napr. {x»};2 . ProtoZe predpokladame, Ze posloupnost je
omezena, tak existuji ¢isla a; < by takova, Ze a; < x, < by pro kazdé n € N. Interval
[a1, b1] rozpulime. Alespori v jedné ze dvou polovin musi leZet nekonecny pocet
Clenu posloupnosti. Pokud existuje nekone¢né mnoho c¢lenu posloupnosti v obou
intervalech, zvolime jeden z nich libovolné. Krajni body tohoto intervalu oznacime

a» < b. a vybereme vsechny ¢leny posloupnosti, které v tomto intervalu lezi. Tento
interval opét rozpulime a vybereme nekone¢ne mnoho ¢lenu posloupnosti, které v
tomto intervalu leZi. Takto vytvofime soustavu do sebe vioZenych intervald [an, bs] a
posloupnost vybranou {x», }=;. Pfitom plati, Ze posloupnost Krajnich bodu intervalu
an je neklesajici, posloupnost b, je nerostouci, |a, — ba| konveruje k nule a véechny
Cleny vybrané podposloupnosti leZi v intervalech [an, bn]. Posloupnosti a, i b, jsou
konvergentni (omezena a neklesajici nebo nerostouci posloupnost je konvergentni,
viz. Véta 20). ProtoZe limp_, o @n = limp_ o bn, tak také vybrana posloupnost

{xn. }21 konverguje ke stejné limite. O
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Véta 36 (O nabyvani maxima a minima)

@ Necht' f je spojita funkce na uzavieném intervalu [a, b] C D(f). Funkce f je pak
na intervalu [a, b] shora i zdola omezena, tj. existuji ¢isla m a M takova, Ze

m<f(x)<M x¢€]la,b].

@ Necht' f je spojita funkce na uzavieném intervalu [a, b] C D(f). Funkce f pak na
tomto intervalu nabyva svého minima a maxima, tj. existuji ¢isla xy a xo z
intervalu [a, b] takova, Ze

f(x1) < f(x) prokazdé x € |a, b]

f(x2) > f(x) pro kazdé x € [a, b].

Hodnota f(x1) se pak oznacuje jako minyc(ap f @ hodnota f(x2) se pak oznacuje
jakO MaXxe|a,b] f.
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@ Dokazeme, Ze funkce f je omezena na intervalu [a, b], tj. existuje M > 0 takové, Ze pro
kazZdé x € [a, b] je |f(x)| < M. Dakaz provedeme sporem, tj, budeme predpokladat, Ze
funkce neni omezena. To znamena, Ze pro kaZzdé prirozené cislo n € N existuje
Xn € [a, b] takové, Ze |f(xn)| > n. Z Bolzano-Weierstrassovy véty (Véta 35) plyne, Ze
protoZe posloupnost xn je omezena, muzeme z ni vybrat podposloupnost {xn, }{° ,, ktera
konverguje k néjakému Cislu xo z intervalu [a, b]. Plati tedy, Ze limy_, , f(Xn,) = oo, coZ
je ve sporu s tim, Ze funkce f je spojita v xg.

@ Necht M = sup{f(x) | x € [a, b]}. DokdZeme, Ze existuje xy € [a, b] tak, Ze f(xy) = M.
Predpokladejme sporem, Ze takové xu neexistuje, tj. plati, Ze pro vSechna x € [a, b,
f(x) < M. Definujeme funkci

1

M — f(x)’

Tato funkce je spojita v intervalu [a, b] (jedna se o podil dvou spojitych funkci a f(x) # M

pro x € [a, b]) a podle pfedchoziho tvrzeni je tedy omezena, tj. existuje My > 0 tak, Ze

g(x) < M;. Odtud plyne, Ze

g(x) =

1

fx)<M— —

() W

pro véechna x € [a, b], coZ je ovsem ve sporu s tim, Ze M je supremum, tj. nejmensi
horni omezeni funkce f na intervalu [a, b].

O




Bolzanova véta

Véta 37 (Bolzanova véta)

Necht f je spojita funkce na uzavieném intervalu [a, b]. Je-li ¢ € R takovy, Ze
min{f(a), f(b)} < ¢ < max{f(a), f(b)} pak existuje bod x, € (a, b) takovy, Ze

f(x0) = c.

Poznamka

V anglosaské literature se Bolzanova véta obvykle nazyva "Intermediate value
theorem”.

Dulezitym disledkem Bolzanovy véty je nasledujici tvrzeni, které se tyka reSitelnosti
rovnic.

Véta 38

Necht f je spojita funkce definovana na uzavieném intervalu [a, b] a necht
f(a)f(b) < 0. Pak existuje alespori jeden bod ¢ € (a, b) takovy, Ze f(c) = 0.




Dukaz Bolzanovy véty

Budeme predpokladat, Ze f(a) < ¢ < f(b). (Ddkaz pro pfipad f(a) > ¢ > f(b) je
analogicky). Definujeme

S={xelab]|f(x)<cl.

MnoZina S je neprazdna (obsahuje napr. bod a) a omezena, a tedy existuje sup S.
Oznacime xo = sup S a dokaZeme, Ze f(xy) = c¢. Dukaz provedeme sporem a to tak,
Ze dokaZeme, Ze neplati ani f(xo) < ¢, ani f(xp) > c.

Predpokladejme, Ze f(xy) > c. ProtoZe f je spojita v bodé Xy, existuje 6 > 0 tak, Ze
pro xo — § < x < xp je f(x) > c. Plati tedy, Ze xo — ¢ je horni zavora pro mnoZinu S,
coZ je spor s tim, Ze xo je supremem mnoZiny S.

Je-li f(xo) < ¢ pak existuje § > 0 tak, Ze pro xo < x < xo + ¢ je f(x) < ¢ a tedy xo
neni horni zavora pro mnozinu S, coZ je spor s tim, Ze xo je supremem mnoZiny S.




Existence reseni rovnice

DokaZte, Ze v intervalu [0, 1] existuje reSeni rovnice
P(x) =x*+x*+x—1=0.

ProtoZe P(0) = —1 a P(1) = 2 a funkce P je spojita, tak z Bolzanovy véty plyne, Ze
existuje na intervalu [0, 1] feseni rovnice.




Diferencialni a integralni pocet: G. W. Leibniz a I. Newton

O

Leibnizav text z 11. listopadu, 1675, LeibnizGv archiv, Hannover
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Derivace funkce
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Derivace funkce

Definice 51 (Derivace funkce v bodé)
Necht funkce f je definovana v okoli bodu xo. Pokud existuje limita

lim f(Xo + h) = f(Xo)
h—0 h

pak se funkce f nazyva diferencovatelna v bode x,. Tato limita se nazyva derivace
funkce f v bodé X, a znadi se f'(xo) nebo 2

F(x0) = fl,i_rpo f(xo + hf),_ f(Xo)-

Poznamka

Derivaci je mozZné také definovat ekvivalentné takto

o) = im T




Priklady

Zderivujte f(x) = x°.

(x+h?2—x2  xX242hx+ M —x>  2hx+ K
F(x) = lim — lim — lim 22X _ oy
h—0 h h—0 h h—0 h

Zderivujte f(x) = /x.

Fx) = lim YXHEA-VX L h 1
~ a0 h h—>0h(\/x_|_ + v/X) 2\/}’

Vsimnéte si, Ze definicni obor f' je mensi, nez je defini¢ni obor funkce f.

Zderivujte f(x) = |x|.

. 1pro x>0

f'(x) = lim ¥ + /L_ X _ ]y pro x<0
—

NDF pro x < 0.

(




TeCna ke grafu funkce

Necht funkce f ma v bodé xo € D(f) derivaci f'(xo). Pfimka

y = f'(x0)(x — X0) + f(x0)

se nazyva te¢na ke grafu funkce f v bodé x, € D(f). )
Najdéte rovnici teény ke grafu funkce f(x) = x* v bodé xo = 1.
Rovnice tecny je

y(x) = f'(x0)(x = X0) + (o).
ProtoZe f'(x0) =2 af(1) =1, tak

y(x) =2x —1.




Jednostranna derivace funkce
Definice 53 (Derivace funkce v bodé zprava)

Necht funkce f je definovana v pravém okoli bodu xo, tj. v néjakém intervalu [xo, b),
b > xo. Pokud existuje limita zprava
- f(xo + h) — f(x0)

li
h—>0+ h

pak se funkce f nazyva diferencovatelna zprava v bodé x, a znaci se fi (xo).
y

Definice 54 (Derivace funkce v bodé zleva)

Necht funkce f je definovana v levém okoli bodu xo, tj. v néjakém intervalu (a, xo],
a < Xo. Pokud existuje limita zleva
- f(Xo -+ h) = f(Xo)

li
h—0_ h

pak se funkce f nazyva diferencovatelna zleva v bodé xo a znaci se f_(xp).




Derivace funkce

Definice 55 (Derivace funkce)
Necht je dana funkce f. Funkce f' se definuje nasledovné:

fix+h) = (x) existuje v R}

D(f') = {x € D()| lim

h
a
£ (x) = ,Iﬂ‘fo f(x + h/?, — f(x).

Funkce f' se nazyva derivace funkce f.




Kdy funkce nema derivaci v bodé

PFi splnéni jakékoliv z nasledujicich podminek neni funkce diferencovatelna v bodé
Xo-

1. Funkce ma v bodé xo vertikalni asymptotu. Napf. /x v bodé x = 0.

2. Graf funkce f neni v bodé xo "hladky". Napf. |x| v bodé x = 0.

3. Funkce f neni spojita v bodé xp.



