UMB 564: Matematicka analyza |

Prednéaska 10: Derivace 2



Derivace funkce

Véta 41 (Derivace elementarnich funkci)

@ ProccR,¢c'=0
@ ProneN, (x") = nx""!

V.
Dosadime do Definice 55 derivace pfislusné funkce a urcime limity

c—cC

¢ = lim =0

h—0

@ S pouZitim binomické véty

n_ n
/_lim(X+h) X

oy = O Q) A

= lim = nx
h—0 h h—0 h




Derivace funkce

Véta 42 (Algebraické operace s derivacemi)
Necht funkce f a g jsou diferencovatelné v bodé x,. Pak
@ Proc eR, (cf(x)) = cf'(xo)

Q (f(x0) £ g(x0))" = f'(x0) £ 9'(x0)

Q (f(x)9(x0)) = f'(%)9(x0) + f(X0)g'(X0)

o (f(xO) )’ _ P 0)g0o) ~f(x0)g’ (o)
9(x) 92(x0) ’

N

Disledkem bodu 4 je

Véta 43 (Derivace elementarnich funkci)

Q@ ProneN, (x") = —nx—"!




Z existence ' (xy) a g’ (xq) a z Véty 23 plyne, Ze plati

0 cf(xg + h) — cf(xg) f(xg + h) — f(xg)
(cf(xp)) = Jime 0 . W _ o lim 0 . 07— o (xg)-

f h) + h)) — (f s
(f(xp) % 9(xg))” =h|i_n:0 (it + 1) 3 ity +h)) (1) £ 9(x0)) =

) ((f(xo + h) — f(xp) 9(xp + h) — Q(Xo))
lim =+ =
h—0 h h

f(xg + h) — f(xp) 90+ — 9ko)

+ i =f(x)+d
h—0 h h0 h (o) £ ')

f(xo + h)g(xo + h) — l(xo)g(xo) _

(fx)9(x0)) = im

h
f(xo + h)g(xo + h) — l(xo)g(xo + h) + f(xo)g(XU + h) — f(xo)g(xo) _
h—0 h -
(f(xp + h) — 1(x0))g(xg + h) - f(x)(9(xp + h) — 9(xp))
Jim =2 . O i SO . 07— ¥ (x)alxp) + fx0)g’ (xp)

f(xo+h) f(x0)
(f(xo) )’ o S00FM) ~ g0p) _ | f0o +Mgbo) — fxo)gtg + )
9(xg) h—0 h h—0 hg(xg)g(xg + h)

. f(xg + h)a(xg) — f(x9)g(xg) + f(xp)9(xp) — f(xg)a(xg + h) _ ' (x9)a(xg) — g’ (xp)f(xg)

h3o hg(x0)9(xg + h) 9(x)?

JC




Derivace funkce

Véta 44 (Derivace trigonometrickych funkci )

Plati

Q dsdi;X = cos X

Q dcdcj(sx = —sinx

° dtda)?x - cos:(x)
d cot x 1

¢ ax ~sin?(x)




o
. v ._sin(x+h)—sinx | sinxcosh+ cosXxsinh—sinx
(sinx)" =lim —————————— = lim =
h—0 h h—0 h
. . (cosh—1) . sinh
sinX lim ~—— = + cosX lim —— = cos X
h—0 h h—0 h
(2]
;.. cos(x+h)—cosx . cosxcosh—sinxsinh— cosx
(cosx)" = lim = lim =
h—0 h h—0 h
. cosh—1 . . sinh )
cosX lim ———— —sinx lim —— = —sinx
h—0 h h—0 h
o . . . A
sin(x+h) _ sin(x) sin(x+h) cos x—sin x cos(x+h)
(tan X)/ — lim cos(x+h) cos(x) — lim cos(x) cos(x+h)h _
h—0 h h—0 h
sinh 1

lim =
h—0 hcos(X + h)cosx  cos? x



Diferencial funkce

Véta 45 (O lokalni aproximaci funkce)

Necht funkce f je diferencovatelna v bodé xo. Pak existuje funkce =(h) definovana v
okoli bodu 0 a takova, Ze plati

f(xo + h) = f(x0) + f'(x0)h + e(h)h

’I7i_r110 e(h) =¢(0) = 0.

Definice 56
Linearni funkce

| A\

y(h) = f'(x0)h
se nazyva diferencial funkce f(x) v bodé xo.

Poznamka

Diferencidl se casto zapisuje jako dy = f'(xo)dx. Diferencial popisuje, jak se zméni
hodnota funkce pfi malé zméné argumentu. To je inspirovano tim, Ze pro malé
hodnoty nezavisle proménné dx muZeme hodnotu f(xo + dx) — f(xo) aproximovat
hodnotou dy = f'(xo0)dx, tj. zapisujeme f(xo + dx) — f(Xo) ~ dy = f'(xo0)dx.

L
‘ &



Dlkaz Véty 45

Oznacme jako E(h) chybu aproximace funkce f na okoli bodu xo pomoci linearni
funkce y(x) = f'(xo)(x — X0) + f(x0) jejiZ graf je te¢ny ke grafu funkce f v bodé Xo.
Plati tedy

f(xo + h) = f'(x0)h + f(x0) + E(h),

E(h) = f(xo + h) — F'(xo)h — f(x0).

Protoze

staci definovat




Derivace slozené funkce

Véta 46 (Derivace slozené funkce)

Necht funkce g je diferencovatelna v bodé x, a f je diferencovatelné v bodé g(xo).
Pak je sloZena funkce f(g(x)) diferencovatelné v bodé x, a plati

(f(g(xO))) — (g(x0)) ¢'(x0).

derivaci funkce f v bodé g(xp) obvykle zapisovanou ve tvaru

@ Je zapotiebi rozliSovat mezi derivaci slozené funkce f(g(x))" a
f'(9(x0))-




Derivace slozené funkce

Poznamka
Jestlize funkce f zavisi na proménné y a proménna y zavisi na x, tj. funkce f zavisi
na x prostrednictvim funkce y, pak v Leibnizové znaceni se derivace sloZené funkce
zapisuje jako

df _ df dy

dx ~ dydx
resp.

df(x) _ df(y(x)) dy(x)
ax ay ax

Toto znaceni vyjadfuje dobre to, Ze pokud napf. automobil jede 4x rychleji neZ kolo,
a kolo jede 3x rychleji neZ chodec, pak auto jede 12x rychleji neZ chodec. Skutecné,
pokud f(y) = 4y vyjadfuje polohu automobilu viéi poloze cyklisty y, a y(x) = 3x

vyjadfuje polohu cyklisty vici poloze chodce x, pak g—; =4a % =3a % =12.




Ddkaz vzorce pro derivaci slozené funkce

Podle véty o lokalni aproximaci funkce existuje funkce 4 takova, Ze limp_oeg(h) = 0
a
9(xo + h) = g(x0) + g'(X0)h + eg(h) h.

Déle existuje funkce ¢ takova, Ze limp_,0 £¢(h) = 0 a protoZe funkce g je spojita v
bodé x, (viz. Véta 39), tak

f(9(x0 + h)) =f(g(x)) + f'(9(x)) (9(x0 + h) — g(x0))+
er(g(xo + h) — 9(x0)) (9(Xo + h) — g(xo))-

Z definice derivace

(1) =, 00 )= ) _
o 1F(g00) + (g0 + h) — gCo)I(g + ) — g(x0) _
h—0 h
o 1F(g00) + (g0 + h) — gL (x0) + eo(MIh
h—0 h
f'(9(x0)) g’ (xo0)-

V.




Derivace funkce

Véta 47 (Derivace inverzni funkce)

Necht f : (a, b) — R je spojitd a rostouci nebo klesajici funkce a f'(xo) # 0 pro
Xo € (&, b). Pak inverzni funkce = je diferencovatelna v bodé y, = f(x) a plati
vzorec ] ]

(x) ~ F(F ()

(YW = 5

Poznamka

Vzorec pro derivaci inverzni funkce si muZeme lehce zapamatovat. Pokud predpokladame, Ze
inverzni funkce je diferencovatelna (Véta 47 toto ovsem nepredpoklada), tak z definice inverzni
funkce a derivaci slozené funkce dostaneme

x = f~1(f(x)), x € (ab).
Derivaci obou stran rovnosti dostavame

1= (F 1Y (F(x))F (%)
a tedy

(FY(f(x) =

KdyZ oznacime yy = f(xp), tak odtud dostaneme

(F1Y (v0) =

1
)

(F=1(%)) i



Dlkaz Véty 47

Necht' yo = f(x0) ay = f(x), ti. Xo = f~'(yo) @a x = f~'(y). Podle Véty 34 je inverzni
funkce spojita a tedy pokud y konverguje K yy, tak x konverguje Kk xo, a tedy

A Y=y A ) = T060) (%) P 0))

Y (o) = fim V=00 _ o X=x 1 1




Derivace funkce

Véta 48 (Derivace exponencialni a logaritmické funkce)
Pro a > 0 plati
Q@ (¢f) =e“proxeR
a) =a‘lnaprox € R

Q (
Q (log,x) = 1~ prox >0
Q (

xIna
I

Inx)" =1 pro x > 0.

.




Dukaz (e*) = ¥

.t X . e —1
() = lim ——— = " lim .
h—0 h h—0

Pro vypocet limp_so ehh“ provedeme substituci t = e" — 1, . h = In(1 + t), a tedy

h

s t . 1
R N RA LD (O

ProtoZe (viz. Poznamka pod Definici 20)

1\"
e= lim (1 + 7) ,
n— oo n

m(1+0)" =e,

li
t—0

tak také

a tedy limp o &1 = 1.

.




Dukaz (&¥) = @ Ina

ProtoZe

XIna
a=e"?

tak podle bodu (1)
(aX)/ _ (exlna)/ _ exlnalna: axlna.




Dikaz (log, x)' =

XxIna

Pouzijeme Veétu 47 o derivaci inverzni funkce. Ozna¢me y = f(x) = &, tj.
x = f'(y) = log, y. Plati tedy

(F () = (logay)" = f’(1X) - ax:na - y|1na'




Derivace cyklometrickych funkci

Véta 49 (Derivace cyklometrickych funkci)

Plati

Q arcsin’(x) = 1‘_X2 prox € (—=1,1)
@ arccos'(x) = — 117)(2 prox € (—1,1)
Q arctan’(x) = 1+1X2 prox € R

© arccot’(x) = —1+17 prox € R

.




Protoze (z obrazku) sina = y, tj. « = sin"' y, a tedy
cosa = cos(sin~'y) = /1 — y2. Oznaéme x = sin~' y a tedy y = sin x. Podle Véty
47 o derivaci inverzni funkce plati

iy - 1 I
yr= (sinx)’  cosx cos(sinq y) NG _yz'
Obdobné
(cos™'y) = o1 1 ___ 1
(cos x)’ sinx  sin(cos~'y) V=2
oy 11 1 _ 1 1
(tan™ ) = G = T4 (EX)e T Tt (tanx)? 142




Lokalni extrémy funkce

Definice 59 (Lokalni extrémy funkce)

@ Jestlize existuje § > 0 takové, Ze f(xo) > f(Xx) pro x € (Xo — 8, Xo + 6), pak f(Xo)
se nazyva lokalni maximum funkce f

Q@ Jestlize existuje § > 0 takové, Ze f(xo) < f(x) pro x € (xo — 8, X0 + 8), pak f(Xo)
se nazyva lokalni minimum funkce f

Q Jestlize existuje § > 0 takové, Ze f(xo) > f(x) pro0 < |x — xo| < 8, pak f(xo) se
nazyva ostré lokalni maximum funkce f

Q Jestlize existuje § > 0 takové, Ze f(xo) < f(x) pro0 < |x — Xo| < &, pak f(xo) se
nazyva ostré lokalni minimum funkce f.

v

Riemannova funkce R(x) ma na intervalu (0, 1)
@ maximum 0.5 v bodé x, = 0.5
@ ostré lokalni maximum v kaZdém raciondlnim bodé
© minimum 0 v kaZdém iracionalnim bodé




Nutnd podminka pro existenci lokalniho extrému funkce

Véta 50 (Nutna podminka pro existenci lokalniho extrému funkce)

Je-li funkce f diferencovatelna v bodé xo a f(xo) je bodem lokalniho extrému, pak
plati f'(xo) = 0.

neni podminkou postacujici pro existenci lokalniho extrému v bodé

@ Vétu nelze obratit, {j. podminka f'(x) = 0 je podminkou nutnou ale
Xo-




Budeme predpokladat, Ze v bodé x, ma funkce lokalni maximum (ddkaz v ptipadé
lokalniho minima je analogicky), tj. existuje h > 0 takové, Ze

f(xo) > f(x) pro x € (xo — h,xo + h).

ProtoZe plati
f(x) — f(xo) { <0proxg+h>x>xo

X — Xo >0proxo — h< x < X,
tak y ;
lim M <0
X—rXo, X — Xo
@ F(x) — f
lim M > 0.
X=X _ X — Xo

Protoze predpokladame existenci derivace funkce, tak musi platit, Ze limita zleva se
rovna limité zprava, tj.

i T —f00) _ ) =) _ )~ f(x) _

X—Xp X — Xo X=X, X — Xo X—Xp_ X — Xo



