UMB 564: Matematicka analyza |

Prednaska 12: Derivace vysSich radu, funkce konvexni a konkavni



Derivace vysSich radu

Definice 61 (Druha derivace a derivace vysSich radu)
Necht je dana funkce f. Druha derivace funkce f se definuje nasledovne:

f'(x + h) — f'(x)

D(f") = {x € D(f")| fl)[)no b existuje}
a
. f(x+h)—f(x)
7 -
) = ILTO h '

Obdobné se definuji i derinvace vysSich radu. Derivace n—tého radu funkce f se
obvykle znaci f"), nebo <~ .




Diferencovatelna funkce, kiera neni dvakrat diferencovatelna

Necht »
F(x) = —z pokud x <0
> pokud x > 0.

Pak je funkce f diferencovatelna v kazdém bode a jeji derivace je
f'(x) = |x]

Funkce f' neni diferencovatelna v bodé x, = 0, tj. funkce f neni dvakrat
diferencovatelna.




Funkce konvexni a konkavni a inflexni bod

Definice 62 (Funkce konvexni a konkavni)

Necht je dana diferencovatelné funkce f : (a, b) — R. Rekneme, Ze funkce f je
konvexni (konkavni) v intervalu (a, b) pokud plati, Ze f'(x) je rostouci (klesajici)
funkce v intervalu (a, b).

Definice 63 (Inflexni bod)

Bod, ve kterém se funkce konvexni méni na funkci konkavni (nebo naopak) se
nazyva inflexni bod.




Funkce konvexni a konkavni

Poznamka

Konvexitu Ize definovat i pro funkce, které nejsou vsude diferencovatelné. V takovém
pfipadé se konvexita funkce definuje tak, Ze pro libovolné dva body xi, x. € D(f),
X1 # Xz plati, Ze usecka s krajnimi body [x1, f(x1)] a [xe, f(x2)] leZi cela v mnoZine

Epi(f) = {[x.yll x € D(f),y = f(x)}.

Epi(f) se nazyva nadgraf funkce.

Poznamka

Predchozi poznamka fika, Zze mnoZina Epi(f) je konvexni mnoZina. Konvexni
mnoZina je takova, Ze pro kazdé dva body leZici v této mnoZiné leZi i cela usecCka
spojujici tyto dva body v té mnoZziné.




Funkce konvexni a konkavni

Je-li funkce f konvexni (konkavni) v intervalu (a, b) pak pro libovolny bod x; € (a, b)
plati, Ze graf funkce f leZi nad (pod) tecnou ke grafu funkce v bodé [xo, f(Xo)].




Necht funkce f je konvexni, tj. funkce f' je rostouci na intervalu (a, b). Podle Véty o
stredni hodnoté (Véta 52) plati, Ze pro libovolné x, xo < x < b existuje bod c,
Xo < € < X takovy, Ze

f(x) — f(x0) = f(c)(x — X0).
Protoze f' je rostouci, tak

f(x) — f(xo0) = f'(c)(x — x0) > F'(x0)(x — o),

f(x) > f(xo0) + f'(x0)(x — Xo).

ProtoZe f(xo) + f'(X0)(x — Xo) je rovnice tecny ke grafu funkce f v bodé [xo, f(Xo0)],
tak graf funkce f leZi nad tecnou.
Je-li x < Xxp, tak existuje bod ¢, x < ¢ < Xxg tak, Ze

f(x) — f(x0) = f(c)(x — Xx0) > f'(%)(x — Xo),

protoZe f'(c) < f'(xo). Plati tedy, Ze graf funkce f pro x < xo leZi nad tec¢nou. [




Necht je funkce f : (a,b) — R dvakrat diferencovatelna v intervalu (a, b).

@ Pokud f"(x) > 0 (f"(x) < 0) vintervalu (a, b), pak je funkce konvexni
(konkavni) v intervalu (a, b).

@ Pokud je funkce f konvexni (konkavni), pak f"'(x) > 0 (f"(x) <0)
© Pokud ma funkce f v bodé x, inflexni bod, pak f"'(x;) = 0.

minka f”(xo) = 0 je pouze nutnou, ale nikoliv postacujici podminkou

@ Jestlize f(xo) = 0 pak bod xo nemusi byt inflexnim bodem, tj. pod-
pro to, aby bod Xy byl inflexnim bodem funkce.




@ Protoze f(x) > 0, tak je podle Véty 54 funkce f' rostouci a tedy podle Definice
62 se jedna o konvexni funkci.

@ Je-li funkce f konvexni a dvakrat diferencovatelna, tak podle Definice 62 plati,
Ze f' je rostouci funkce a tedy podle Véty 54 je f""(x) > 0.

Q@ Vinflexnim bodé se méni konvexita na konkavitu (nebo obrdcené), tj. v bodé x,
se méni znaménko funkce " a tedy f"' (xy) = 0.




Nalezeni lokalnich extrému funkce s vyuzitim druhé derivace funkce

Necht funkce f : (a,b) — R a necht f'(xo) = 0 v xo € (&, b). Pak plati:
Q@ Je-lif"(xo) > 0 pak ma funkce v bodé xo lokalni minimum.
Q@ Je-lif"(x0) < 0 pak ma funkce v bodé x, lokalni maximum.




Predpokladejme, Ze f"(xo) > 0 (pfipad " (xo) < 0 je analogicky), tj. podle definice
derivace " B — (%) " h
% o Xo+N)—1(X) | Xo +
0 <1(x0) = am h = h

a tedy existuje 6 > 0 takové, Ze pro0 < h < é plati f'(xo + h) >0 apro—-6 < h<0
plati f'(xo + h) < 0. Podle Véty 55 ma funkce f v bodé xo lokalni minimum.




Aplikace derivace: Primocary rovhomérné zrychleny pohyb

Definice 65

UvaZujme pfimocary pohyb. Necht funkce s(t) popisuje ujetou vzdalenost do casu t.
Pak definujeme

@ Primérnou rychlost na asovém intervalu [0, T]: v = 21=50)
@ Okamzitou rychlost v ¢ase t € (0, T): v(t) = s'(t)
@ Zrychleniv case t € (0, T): a(t) = s"(t).




Aplikace derivace: Primocary rovhomérné zrychleny pohyb

Auto vyjede v ¢ase 0 z bodu s(0) a po dobu ty se pohybuje se zrychlenim a > 0. Pak se do doby to pohybuje s konstantni rychlosti a nasledné zacne
brzdit se zrychlenim — a. UrCete zavislost ujeté drahy s(t) a rychlosti v(t) na case.
0 V ¢asovém intervalu [0, t1] je rychlost auta v/(t) = a, tj. v(t) = at + c, kde c je rychlost auta v éase t = 0. Vzhledem k tomu, Ze
predpokladame, Ze auto na zacatku stalo, tak ¢ = 0 a rovnice rychlosti auta je v(t) = at.
Pro ujetou drahu plati s’ (t) = v(t) = at, tj. s(t) = %azt2 + ¢, kde c je ujeta draha v case t = 0, coZ je 0, protoZe auto vyjizdi z pocatku.
Ujeta draha je tedy s(t) = % at?.

e V éasovém intervalu [ty , t>] je rychlost auta konstantni, tj. v/(t) = 0 av(t) = c, kde c je rychlost auta v éase ty, 4. ¢ = v(ty) = aty.
Rychlost auta je tedy na tomto intervalu v(t) = aty .

Pro ujetou drahu plati s’ (t) = aty, ti. s(t) = aty t + ¢, kde c je ujeta draha v case ty, coZ je s(t{) = %aqz. Plati tedy

_ 2 _ 1.2 2 _ 1.2
c=s(ty) — aty = paty — aty = —aty.
Ujeta draha je tedy na druhém Useku s(t) = atyt — %at12 .
e Prot > to je rychlost auta v/ (t) = —a, tj. v(t) = —at + c, kde c je rychlost auta v dase tp. Vzhledem k tomu, Ze auto v case tp se
pohybovalo rychlosti v(t) = aty, tak c = v(to) + atp = a(t; + to). Rychlost auta na tieti Useku je v(t) = —at + a(ty + t»). Odtud uréime

cas, ve kterém dojede k zastaveni auta, ij. v(T) = 0 pro T = t; + tp. Doba pohybu auta je tedy t{ + to.

Pro ujetou drahu plati s” (t) = v(t) = at, tj. s(t) = 1éat2 + ¢, kde c je ujeta draha v Case to. Plati
c=s(tp) — %atg = atyly — %at12 — %atgf = 7g(t12 + tg) a tedy ujeta drédha ve tretim Useku je s(t) = %azt2 — g(t12 + tg).
Celkova ujeta draha za dobu T = ty + tp (tj. do zastaveni auta) je tedy

1 a
S(T) = _atty + tp)? — E(112 + 1) = atyty.




2. Newtonuv zakon

Newtonav zakon: Jestlize na téleso pusobi sila F(t), pak se téleso pohybuje se
zrychlenim a(t), které je pfimo umérné pusobici sile a nepfimo imérné hmotnosti
télesa m, {j.

F(t) = ma(t) = mv'(t) = ms" (t)

Na téleso pusobi konstantni sila F. Urcete zavislost jeho polohy na Case.

Podle 2. Newtonova zékona plati s”(t) = v'(t) = L. Plati tedy v(t) = £t + c.
Jestlize predpokladame, Ze pocatecni rychlost je v(0) = 0, tak ¢ = 0, {j. téleso se
pohybuje rychlosti v(t) = £t. ProtoZe s'(t) = v(t) = £t, tak s(t) = 4 1* + ¢. Pokud
predpokladame, Ze na zacatku bylo téleso v pocatku, tj. s(0) = 0, tak ¢ = 0. Poloha
télesa je tedy popsana rovnici s(t) = 12

Poznamka

Jestlize znama sila zavisi napr. na poloze télesa, tj. F(s(t)), pak dostavame
diferencialni rovnici

| A\

F(s(t)) = ms"(t),

kde funkce s, tj. poloha télesa je neznama. Diferencialnim rovnicim se venuje
predmeét UMB/587 Uvod do diferencialnich rovnic.




Periodicky pohyb: Netlumené harmonické kmity

HookUv zakon:
F(t) = —kx(t)

kde x znaci vychylku pruziny z klidové polohy a konstanta k popisuje tuhost spiraly.
Na zakladé 2. Newtonova zakona plati

mx"(t) = —kx(t)

popisuje kmitani pruziny. Tato Uloha predstavuje diferencialni rovnici (vice informaci
v predmétu UMB/587 Uvod do diferencialnich rovnic). Re$enim jsou netlumené
kmity

x(t) = Ccos(wot — @)

kde wo = \/k/m a « je tzv. fdzové posunuti.



Aplikace derivace: Exponencialni rist populace

Uvazujme populaci jedincli o pocCetnosti x(t) v case t. Pfedpokladejme, ze za
jednotku Casu, tj. v asovém intervalu [t, t + 1] se narodi b(t) jedinct a zemre d(t)
jedincu. Velikost populace v ¢ase t + 1 tedy bude

x(t+1) = x(t) + b(t) — d(t).
Pokud budeme uvazovat jiny Casovy krok 1 > A > 0, tak bude platit
x(t+ A) = x(t) + (b(t) — d(t))A.
Odtud
x(t+A)
A
a limitnim pfedchodem pro A — 0 obdrzime

=X _ bty — (1)

x'(t) = b(t) — d(1).
Jestlize si oznacime r(t) = 2420 . r(t) je tzv. specificka (tj. vztazena na

jedince) rustova rychlost populace, pak dostavame diferencialni rovnici

X' (t) = r(t)x(t).



Aplikace derivace: Exponencialni rust populace

V pfipadé, ze specificka rustové rychlost nezavisi na ¢ase, tj. r(t) = r, dostavame
diferencialni rovnici exponencialniho ristu

x'(t) = rx(t).
Jestlize mame zadanu pocatecni velikost populace,
x(0)=20C
pak plati:

Funkce x(t) = Ce" je jedinym Fesenim diferenciglni rovnice

x'(t) = rx(t), x(0)=C.




@ Protoze x'(t) = Cre", dosazenim do diferencialni rovnice vidime, Ze rovnost je
spinéna pro vSechna t € R.

@ Predpokladejme, Ze existuji dvé rizna feSenix :R - Ray:R—Ra
oznacme h(t) = %3 . Pak plati

H(t) = X' (Oy(t) = x(Dy'(t) _ sty () — mx(Oy(t) _ o
yE(t) y2(t)
Plati tedy, Ze funkce h je konstantni. ProtoZe h(0) = 1, tak h(t) = 1 a tedy
x(t) = y(t) prot € R.




Chemicka reakcni kinetika Michaelis-Mentenové

S+E==X 2, E+P (17)
1

@ S—substrat
@ E—enzym
@ X—meziprodukt
@ P—finalni produkt
Casovy pribé&h zmén koncentraci je mozné popsat pomoci diferencialnich rovnici

S'(t) = -k E(t)S(t) + k_1 X(t)
X'(t) = ki E(1)S(t) — k_1 X(t) — ke X (1)
P'(t) = ke X(1).

Leonor Michaelis a Maud Menten z téchto rovnic odvodili rychlost vzniku findlniho
produktu v zavislosti na koncentraci substratu

S

vV = Vmaxm,

k_ k . v 7 v 7
kde Vmax = koEp a Ky = }J 2 Eo je pocatecni koncentrace enzymu.



