UMB 564: Matematicka analyza |

Pfednaska 11: Véta o stfedni hodnoté a LUHopitalovo pravidlo



Rolleova véta

Véta 51 (Rolleova)

Je-li funkce f : [a, b] — R spojita v intervalu [a, b] a diferencovatelna v kazdém bodé
a< x < baf(a) = f(b), pak existuje bod xo € (a, b) takovy, Ze

f/(Xo) = 0.

Funkce f(x) = v/1 — x2, ktera neni diferencovatelna v bodech x = +1, splriuje
predpoklady Rolleovy véty na intervalu [—1,1].

Funkce f(x) = |x| nesplriuje predpoklady Rolleovy véty na intervalu [—1,1].

x pro x € (0,1]
1 pro x=0

Funkce f(x) = nesplnuje predpoklady Rolleovy véty na intervalu

[—1,1].




Jsou dvé mozZnosti.
@ Funkce f je konstantni, tj. v kaZzdém bodé je f'(x) = 0 a véta je dokazana.

@ Funkce neni konstantni. ProtoZe je spojita na uzavieném intervalu, podle Véty
36 nabyva na intervalu maxima a minima. Maximum nebo minimum musi tedy
byt ruzné od hodnoty f(a) = f(b) a tedy maxima a minima je nabyvano v
néjakém vnitinim bodé x, intervalu (a, b). ProtoZe funkce je diferencovatelna,
tak f'(xo) = 0 (Véta 50).




Priklad: Jednoznacnost feSeni algebraické rovnice

DokaZte, Ze rovnice 6x® + x* + x — 5 = 0 ma v intervalu [0, 1] pravé jedno Feseni.
Oznacéme f(x) = 6x® + x> + x — 5. ProtoZe f(0) = =5 a f(1) = 3, tj. f(0)f(1) <0 a
funkce je spojita, tak podle Bolzano-Weierstrassovy veéty plati, Ze existuje feseni na
intervalu [0, 1].

DokaZeme, Ze toto reseni je jediné. Predpokladejme sporem, Ze existuji dvé rizna
feseni x1 # x2, 0 < xy < xo < 1. Plati tedy f(x1) = f(x2) = 0, a tedy podle vety o
stfedni hodnoté plati, Ze existuje ¢ € R, x1 < ¢ < x» takové, Ze f'(c) = 0. ProtoZe

f'(x) =18x*+2x +1> 0 prox € [0,1],

tak dostavame spor s predpokladem existence dvou riznych reseni.




Véta o stredni hodnoté

Véta 52 (O stredni hodnoté)

Je-li funkce f : [a, b] — R spajita v intervalu [a, b] a diferencovatelna v (a, b), pak
existuje bod xp € (a, b) takovy, Ze

f(b) — f(a)

f/(Xo) = B




Definujeme funkci
a0 = 100 - (1@ + &) =10 a)).

ProtoZe funkce g je spojita a g(a) = g(b) = 0, tak podle Rolleovy véty 51 existuje
bod xp € (a, b) takovy, Ze plati

g'(0)=1'() - OL=18)
a tedy
(x0) = f(bt)) ;(a)




Aplikace véty o stfedni hodnoté

Q@ Je-lif'(x) = 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je konstantni na intervalu (a, b).

@ Jestlize pro funkce f a g plati, Ze f'(x) = g'(x) pro x € (a, b), pak je f(x) — g(x)
konstantni v intervalu (a, b).




@ Aplikujeme Vétu 52 na interval [a, x] pro x < b. Existuje tedy c € (a, x) tak, Ze

f(X) — f(a) — f/(C) — 0,

X—a
a tedy f(x) = f(a).

@ Definujeme funkci h(x) = f(x) — g(x). Plati tedy, Ze h’'(x) = 0 pro x € (a, b).
Podle prvni ¢asti véty, je tedy funkce h konstantni.




Prubéh funkce

Necht f : (a, b) — R je diferencovatelna v kazdém bode x € (a, b). Pak plati:

@ Je-lif'(x) > 0 (f'(x) < 0) vkazdém bodé x € (a, b), pak je funkce f rostouci
(klesajici) v intervalu (a,b).

@ Je-li f(x) rostouci (klesajici) v (a, b), pak f'(x) > 0 (f'(x) < 0) v intervalu (a,b). )

pro vdechna x € (a,b), viz. napf. funkce f(x) = x3, pro kterou

@ Pokud je funkce f rostouci v intervalu (a, b), pak neplati ze f'(x) > 0
f'(0) =0.




@ Necht a < x1 < x2 < b. Podle Véty o stfedni hodnoté 52 existuje x; < ¢ < Xz
takove, Ze
f(x2) — f(x1)
Xo — Xq
atedy f(x2) > f(x1), tj. funkce f je rostouci.
@ Je-li f rostouci v intervalu (a, b), tak plati

f(x + h) — f(x)

= f'(¢c) > 0,

> >0proh>0 (8)
16 hll —) S pro h < 0. (9)

ProtoZe existuje, derivace funkce f, tak musi platit, Ze

£ (x) = ,I,[Po f(x + hg— f(x) > 0.




Prubéh funkce

Definice 60 (Kriticky bod funkce)

Bod xo € D(f) se nazyva kritickym bodem funkce f, pokud plati jedna ze dvou
podminek:

@ funkce f neni diferencovatelna v bodée xq
@ f'(x0)=0.




Lokalni extrémy funkce pomoci prvni derivace

Necht x, € (a, b) a necht je funkce f : (a,b) — R spojita v (a, b) a diferencovatelna
v kaZdém bode intervalu (a, b) s moZnou vyjimkou bodu x,. Pak plati:

@ Pokud existuje ¢islo 5 > 0 tak, Ze v intervalu (xo — 8, xo) je f'(x) >0 av
intervalu (xo, Xo + 0) je f'(x) < 0 pak ma funkce v bodé X, lokalni maximum.

@ Pokud existuje ¢islo 5 > 0 tak, Ze v intervalu (xo — 8, xo) je f'(x) <0 av
intervalu (xo, Xo + 0) je f'(x) > 0 pak ma funkce v bodé X, lokalni minimum.




Necht existuje ¢islo 5 > 0 tak, Ze v intervalu (xo — 8, xo) je f'(x) > 0 a v intervalu
(X0, Xo + 0) je f'(x) < 0. Podle Véty 54 je tedy funkce na intervalu (xo — 8, Xo)
rostouci a na intervalu (xo, Xo + 9) je klesajici. ProtoZe je funkce f spojita, tak na
intervalu [xo — 0, Xo + 6] nabyva svého maxima, tj. maximum funkce na tomto
intervalu je nabyvano v bodé Xxg.




Postup nalezeni extrému funkce na intervalu [a, b] s vyuzitim prvni

derivace funkce

Nalezneme kritické body funkce f na intervalu (a, b).

Ur¢ime hodnoty funkce f v kritickych bodech a v krajnich bodech a a b.
Nejvétsi (nejmensi) z téchto hodnot je maximum (minimum) funkce.

Urcime intervaly, ve kterych je funkce rostouci/klesajici

©0 00

V kritickych bodech urCime, zda-li se jedna o lokalni maximum nebo lokalni
minimum. V bodech lokalniho maxima derivace funkce méni znaménko z + na
—, v bodech lokalniho minima derivace funkce méni znaménko z — na +.



Zobecnéna (Cauchyova) véta o stredni hodnoté

Véta 57 (Zobecnéna véta o stfedni hodnoté)

Necht funkce f, g : [a, b] — R jsou spojité v intervalu [a, b] a diferencovatelné v
(a, b). Pak existuje bod c € (a, b) takovy, Ze

f'(c) (9(b) —g(a)) = g'(c) (f(b)—1(a)).

Poznamka

Pokud plati, Ze g(a) # g(b) a g’(c) # 0, pak Ize tvrzeni véty zapsat jako
f(b) —f(a) _ f'(c)

g(b) —g(a) g'(c)




Definujeme funkci

h(x) = (f(b) — f(a))(9(x) — g(a)) — (9(b) — g(a))(f(x) — f(a))-

ProtoZe je funkce h spojita a h(a) = h(b) = 0. Podle Rolleovy vétly existuje
a< c < btak, Ze h'(c) = 0. ProtoZe

H(c) = g'(c)(f(b) — f(a)) — f'(c)(9(b) — g(a)) = 0,

g'(c)(f(b) — f(a)) = f'(c)(9(b) — g(a)).




'Hopitalovo pravidlo

Véta 58 (LHopitalovo pravidlo)

Necht funkce f a g jsou diferencovatelné na intervalu (a, b) a g’(x) # 0 pro
x € (a,b). Necht bud’
L =l gbg =0
nebo
lim [f(x)| = lim |g(x)| = oo.
Dale necht plati bud’
lim ity =L
x—=b_ g'(X)
nebo
im L0 o
x—=b_ g'(X)
rak . f(x) . (%)
o a(x) — A g(x)




DalSi pripady, pro které plati LHopitalovo pravidlo

@ jednostranné limity nahradime limitou (pokud limita existuje)
Q b=

© Limitu zleva v bodé b je nahrazena limitou zprava v bodé a, tj. limy_.p_
nahradime vSude ve Vété 58 limy_.a, pfiCemz pfipoustime i a = —oo



Pfiklady

Priklad (Spravné pouziti I'Hopitalova pravidla)

Pokud bychom pouZili 'Hopitalovo pravidlo, pak po derivaci Citatele a jmenovatele
dostavame
. Cos X
[im
X— 00

a tedy nejsou splnény predpoklady Véty 58. Limitu tedy nelze urCit pomoci
I'Hopitalova pravidla. Plati

= limita neexistuje,

. 1+sinx
lim —— =

X— 00 X

1.




Pfiklady

Priklad (Spravné pouziti I'Hopitalova pravidla)

: X . X In x lim X In x
lim x* = lim " = ™0+ :
Xx—04 x—04

pokud limy_,o, X Inx existuje. Pro vypoCetlimy_,o, X In x pouZijeme I'Hopitalovo
pravidlo

1
: . Inx X
lim XIlnx = lim — = Ilim = =0.
x—04 x—04 X x—04 Z
Plati tedy | ' "
lim x* = lim " = @"Mx—0+ X"X =1,
x—04 x—04




Pfiklady

Pro kazdé p > 0 an € N plati

lim x"e P = 0.
X— 00

Poznamka

Predchozi véta Fika, Ze exponenciela se zapornym exponentem klesa k nule rychleji
neZ libovolna mocnina x" roste do nekonecna.

ProtoZe x"e P* = gT”X tak muZeme pouZit I'Hopitalovo pravidlo. ’Hopitalovo pravidlo
pouZijeme opakované n—krat a dostaneme

x" nn—1 321 ' 1

im — = — im — = 0.
x—ro00 @PX p p PP p x—oo ePX




Dukaz Véty 58

!
;,(();) = L. Podle definice limity funkce pro libovoiné e > 0 existuje x5 € (a, b) tak, Ze

Dlkaz provedeme pro pfipad, ze limy_,p

f'(c)
g’ (c)

(10)

L’<5 pro xp < c¢ < b.

Z véty 57 o zobecnéné stfedni hodnoté plyne, Ze pokud x5 < x < t < bpak existuje ¢ € (x, t) tak, Ze
[a(t) — g1’ (¢) = [f(1) — F(x)]g’ (¢). (1)

Ponévadz g’ +# 0 v (a, b), tak g je bud rostouci nebo klesajici a tedy g(x) — g(t) # 0 pro x # t € (a, b). Odtud plyne, Ze rovnice g(x) = 0 ma
vintervalu (a, b) maximalng jedno feSeni. MiZeme tedy vybrat xq v (10) tak, aby g(x) ## 0 pro x € [xg, b). Rovnici (11) tedy mizeme pfepsat do
tvaru

f(t) — f(x ' (c
LG RN
g(t) —g(x)  g’(c)

a tedy (10) implikuje
|G(t) — L] < e pro x,te€ [xg,b), x <t (12)

Z predpokladu lime_yp f(t) = lime_yp g(t) = 0, plyne, Ze

im Gy = (13)
t—

Ponévadz
[G(t) — L] < e pro xg < x<t<b,

tak z (12) a (13) plyne, Ze

’
pro véechna x € (xg, b), atedy limy_,p % =limy_,p ;,(();))




Nyni vétu dokazeme za pfedpokladu lim, ., f(x) = limy_,p_ g(x) &£ co. Vybereme opét X tak, aby platila (10)a g # 0 v [xy, b). Ze
zobecnéné véty o stfedni hodnoté kde polozime t = x dostaneme

) = fg)
9(x) = glxp)

L’<e pro x5 < x < b. (14)

ProtoZe limy 4, f(x) = oo, tak existuje x; > xq takové, ze f(x) # 0a f(x) # f(xg) pro Xy < x < batedy funkce

1 —9(x)/9(x)

u(x) =
1 — f(xg)/f(x)
je nenulova pro xy < x < baplati
lim u(x) =1. (15)
X—b_
Protoze
f) = flxg) — f) 1 —1fx)/f(x) — fX)

9) — g0g) 9 1 —g(xg)/9x)  g(x)u(x)’
tak z (14) plyne, ze

f(x) f(x)
’7 —L’ ‘— — Lu(x)| < elu(x)| pro xq < x < b.
g(x)u(x) g(x)
Z trojuhelnikové nerovnosti
f(x) f(x)
‘7 - L‘ < | = — )| + [Lu(x) — L] < elu(x)| + |L] Ju(x) — 1]. (16)
a(x) g(x)

Z (15) plyne, ze existuje bod xo € (x4, b) takovy, Ze

lu(x) — 1] < e atedy |u(X)| <1+e€ pro xp < x < b.

Odtud dostaneme
f(x)
— — L <e(+e)+]|Lle pro x < x < b,
9(x)

= L.

9(x)

. limy_,p f())‘()



