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Predhovor

Publikécia , Identifikacia systémov® je urcena hlavne posluchacom IV. a V. ro¢nika stu-
dujucich na Chemicko-technologickej fakulte STU v Bratislave studijny odbor ,,Chemické
inzinierstvo a riadenie procesov®, ale moze pomoct aj inym zaujemcom o dant proble-
matiku. Je zamerana na vyklad identifikacnych metdd a ich praktického pouzitia.

Obsah publikacie je rozdeleny do styroch kapitol. Prva kapitola je itvodom to prob-
lematiky identifikacie, opisuje rozdelenie metéd a vstupnych signalov. Druha kapitola sa
zaoberd deterministickymi metédami identifikacie z prechodovych, frekvenénych charak-
teristik a metédami vyuzivajucimi vSeobecny deterministicky signal. V tretej kapitole
sa objasnuju korela¢né metédy vychadzajice z Wiener-Hopfovych rovnic a Statistické
metody pre statické a dynamické systémy. Odvodend je rekurzivna metdéda najmensich
Stvorcov a jej modifikdcie pre identifikdciu ¢asovo premennych systémov. Pozornost je
venovana aj identifikicii mnohorozmerovych a spojitych systémov. Stvrtad kapitola je
venovana problémom filtracie idajov, odhadu stavu a odvodeniu Kalmanovho filtra.

V zévere st uvedené dva dodatky. Prvy sa zaobera zakladnymi operaciami s maticami,
pricom déraz sa kladie na derivacie podla vektorov. V druhom st objasnené zaklady
z teodrie pravdepodobnosti, ndhodnych veli¢in a procesov a prechodu ndhodného signalu
linedrnym systémom.

Autori dakuji doc. Ing. P. Hudzovic¢ovi, CSc a doc. Ing. R. Prokopovi, CSc. za cenné
pripomienky, ktoré pomohli odstranit mnohé nedostatky rukopisu. Vdaka tiez patri Stu-
dentom IV. roc¢nika, ktorych navrhy a pripomienky pomohli pri navrhu konec¢nej podoby
rukopisu.

Bratislava, april 1998 autori
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Kapitola 1

Uvod do identifikicie

1.1 Zakladné pojmy, predmet identifikacie systémov

Zakladnymi pojmami pri identifikacii systémov st realny objekt a jeho model. Pod poj-
mom realny objekt budeme mat na mysli originél, realne zariadenie, predmet objektivne;
reality, na ktorom je mozné vykonat urcité pozorovania (merania) za Géelom poznania
reldcii v riom prebiehajucich, pripadne na ktorom mozno realizovat isté experimenty (nie
je nevyhnutnou podmienkou).

Mierou poznania o redlnom objekte, ktort mozno uchovat a spracovat, je informécia
(presnejsie empirickd informécia).

Pod modelom redlneho objektu budeme rozumiet v zdsade iny systém, ktory nejakym
sposobom napodobiiuje redlny original. Pre nase cely budeme uvazovat matematicky
model (MM) systému, ktory v tvare algebraickych, diferencidlnych, diferenénych rovnic,
alebo pravdepodobnostnych vztahov kvantifikuje reldcie medzi jednotlivymi veli¢inami
v redlnom objekte.

Oba, realny objekt i jeho model, tvoria systémy - prvy z nich redlny systém, druhy
abstraktny systém.

Klasifikaciou systémov podla prijatych MM sa zaoberd modelovanie procesov. Najvyz-
namnej$imi deleniami z hladiska experimentéalnej identifikacie (EI) bude delenie modelov
na statické a dynamické, spojité a diskrétne, deterministické a stochastické, linedrne a
nelinedrne, jednorozmerové a viacrozmeroveé.

Dalej, medzi triedami MM treba rozliSovat modely §truktiry a modely spravania sa
(vlastnosti). Hladanie modelov $truktiry prostriedkami analyzy je predmetom dynamiky
procesov. Vysledkom analyzy st analytické, stavové modely. Z hladiska EI buda pre nés
zaujimavé modely vlastnosti, zohladnujice reldcie medzi vstupmi a vystupmi redlneho
objektu.

Pre dalsie Gvahy bude potrebné vratit sa ku klasifikdcii vstupnych veli¢in objektu. Bu-
deme rozliSovat tie, ktoré mozno technickym spésobom na zdklade nejakého rozhodnutia
menit, ovladat. Tieto veli¢iny nazyvame ak¢éné. Prikladom v technologickych systémoch
mozu byt prietoky médii, elektricky prikon, prud, napitie a pod. Ostatné vstupy, ktoré
nemozno zadmerne ovplyviiovat, st poruchy. Tieto mdzu mat charakter tzv. externej po-
ruchy, tzn. poruchy, ktort mozno merat, ale nemozno ju ovplyviiovat. Spravidla sem
patria také veli¢iny ako teploty a zlozenia vstupngch médii (surovin), vyhrevnost plynov
pri spalovacich procesoch a pod. Z hladiska funkéného mozu mat tieto veli¢iny charakter
stochastického (ndhodného) signalu, ale aj nezndmej vSeobecnej deterministickej funkcie.

11
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ol 7’
Meratelné poruchy r,...,7p

Akéné veliGiny uq, ..., u ...
e Realny objekt CASRRRRY

Nemeratelné poruchy ey, ..., ¢

Vstupy Vystupy

Obr. 1.1: Rozdelenie veli¢in pdsobiacich na objekt.

Ostatné poruchy st nemeratelné a opét mozu mat deterministicky alebo stochasticky cha-
rakter (Co sa vSak ned4 overit). Sem patria napr. nemeratelné koncentracie, vplyv okolia
a pod. Cela situacia je na obr. 1.1.

Teraz mozeme pristupit k definovaniu pojmu identifikdcie. Podla L. A. Zadeha je tato
definicia nasledovna: Identifikdcia je urcenie systému z danej triedy systémov, ku ktorému
je testovany systém na zdklade vstupov a vystupov ekvivalentny.

V definicii budeme chépat ako testovany systém redlny objekt, na ktorom uskutoé-
nujeme merania a pod pojmom trieda systémov MM, reprezentovany operatorom Fjs
(trieda operatorov je S = {Far}).

1.2 Postup pri identifikacii

Pri identifikécii sa spravidla postupuje vo viacerych etapach. Schematicky je cely postup
znazorneny na obr. 1.2. Najdolezitejsie kroky v tomto postupe st nasledovné:

1. Navrhnat struktiru MM. V tejto etape sa zvycajne vyuziva deduktivna metdda.
Na zaklade apriérnych informaécii, vSeobecnych fyzikalnych a fyzikdlnochemickych
zékonitosti s pouzitim tedrie systémov sa formuluje Struktura identifikovaného sys-
tému v tvare matematickych rovnic.

2. Parametre tychto rovnic sa ur¢uji na baze aposteriérnych informacii, t.j. namera-
nych vstupno-vystupnych udajov (induktivna metéda).

K tomuto postupu treba uviest niektoré poznamky:

e V prvej etape sa Casto vyuzivaju empirické a poloempirické sktsenosti o identifi-
kovanom procese. Tieto maju ¢asto heuristicky charakter. V tomto stadiu vnasa
konstruktér navrhovanej struktary svoje osobné poznatky a skusenosti, t.j. subjek-
tivny prvok. Preto sa niekedy hovori o ,,umeni®“ pri identifikacii.

e Niektoré apriérne informécie mozu byt vysledkom experimentu, t.j. aposteriérnych
informaécii, s pouzitim inej identifikacnej metédy. Napriklad na zaklade namera-
nej prechodovej charakteristiky sa da usudit, ¢ ide o systém prvého, alebo vyssieho
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Navrh experimentul

!

Apriérne znalosti

Zber udajov

!

Vyber struktary

!

Vyber metody

!

Validacia modelu

Nie

Akceptéacia modelu

AHO

Koniec

Obr. 1.2: Schematicky diagram postupu pri EIL

Nové udaje
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radu. ,,Lepsie* hodnoty parametrov tejto Struktiary potom neskoér uréime inou iden-
tifika¢nou metédou.

e Niekedy plati navrhnutéd struktira iba pre urcitd mnozinu hodnét vstupov a vy-
stupov, pre intt mnozinu tdajov je nutné Struktiru modelu zmenit.

e Ako ukazuje obr. 1.2, cely postup je niekedy nutné viac rdz opakovat. Najcastejsie
dovody iterativneho charakteru pri identifikacie redlneho objektu su:
1. numerické problémy néjdenia najlepsicho modelu vzhladom na dané kritérium,
2. nevhodne zadané kritérium,
3. nespravna mnozina modelov,
4

. nedostatoc¢ne informativna mnozina tudajov.

1.2.1 Vyber struktary modelu a jeho verifikacia

Vyiber vhodnej struktiry modelu Fj; je najdoleZitejSou castou pre tispesné rieSenie tilohy
EIL Tento vyber musi byt zalozeny na pochopeni identifika¢nej metddy a na informéacidch
o identifikovanom modeli.

Ak sme ur¢ili Strukttru modelu, identifika¢nd metdda nam poskytne isty model z tejto
struktiry. Tento model moze byt ten najlepsi dostupny, ale zdsadnou otazkou je, ¢i je dost
dobry pre zamyslané pouzitie. Testovanie vhodnosti modelu je oznacované ako verifikdcia
modelu.

1.2.1.1 VsSeobecné aspekty vyberu modelu

Pri vybere Struktiry modelu je nutné sa vopred rozhodnutf o niektorych vlastnostiach
modelu. ide najmé o:

e Vyber typu modelu. RozliSujeme medzi nelinedrnymi a linedrnymi, stavovymi a
vstupno-vystupnymi modelmi. Cast vlastnosti modelu moze byt dopredu znama,
alebo uvazujeme ,black box model“!.

e Vyber velkosti modelu - rdd stavového modelu, stupne odhadovanych polynémov,
atd., pricom jednotlivé modely M; spliiuju podmienku

My C My C Mg, ... (].1)

¢o znamena, Ze pre urciti volbu (pripadne zanedbanie) niektorych parametrov mo-
delu M3 ziskame model My, atd.

Kvalita modelu

e Flexibilita : pouzite takej struktiry modelu, ktora poskytuje dobré vlastnosti po-

.....

alebo ich ,strategickym* umiestnenim.

e Uspornost : struktira modelu musi byt aj ¢o najispornejsia, t.j. pouzitie miniméal-
neho mnozstva parametrov, pretoze ich pocet rozhoduje o naroc¢nosti vypoctov a
zaroven vo vela pripadoch iba zbyto¢ne komplikuje model.

Iblack box (¢ierna skrinka) je typ modelu, ktory neobsahuje Ziadne apriérne informéacie o skiimanom
procese
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Cena modelu. Cena modelu je asociovana s narokmi na jeho ziskanie, t.j. riesenie systému
rovnic, minimalizacia funkciondlu. Ovplyvnuje ju:

e Zlozitost modelu - podet parametrov.
e Vlastnosti tcelovej funkcie - existencia stacionarnych bodov a pod.

e Zamyslané pouzitie modelu - pre chemickoinzinierske pouzitie je obyc¢ajne potrebny
zlozitejsi a podrobnej$i model ako pre Gcely riadenia, kde je potrebné vystihnaf
zakladné dynamické vlastnosti redlneho objektu.

Techniky vyberu modelu
e Apridrne informécie,
e informacie ziskané z prvotnej analyzy udajov,
e porovnanie rozliénych struktiar modelu,

e verifikdcia modelu.

1.2.1.2 Apriérne informacie

Typ modelu. Vyber typu modelu je ¢asto subjektivny a nezavisi od nameranych tdajov.
Je vic¢sinou vysledkom kompromisov medzi aspektmi uvedenymi vyssie, dostupnostou
urcitych programovych balikov a vedomostami o praci s ur¢itymi modelmi.

Kompromis medzi flexibilitou a ¢o najmensim mnozstvom parametrov je zakladom
problému identifikdcie. Obyc¢ajne sa vyuzivaju apriorne znalosti o systéme a intuicia.
Préve tieto fakty neumoziiuju spravit z identifikdcie plnoautomatizovany postup.

Pre fyzikalne systémy je apriérna informéacia najlepsie zahrnuta v spojitom modeli.
Na druhej strane pouzitie black box modelov znizuje zlozitost modelov bez obmedzeni
na fyzikalne parametre.

Vseobecna rada je: ,skusit najprv najjednoduchsie veci“. Zlozité modely by mali
byt pouzité az potom, ked jednoduchy model neobstoji pri verifikdcii. Casto sposobi
nelinedrna transformdcia tidajov TahSie odhadovanie modelu. Najmé nelinearne efekty
snimacov a akénych ¢lenov s obycajne zndme a mozu byt vyuzité pri redefinicii vstupno-
vystupnych signalov.

Rad modelu. Riesenie tohto problému zvycajne vyzaduje pomoc z experimentalnych da-
jov. Avsak, fyzikdlne poznanie a zamyslané pouZzitie modelu ¢asto naznaci rad modelu.

Pribuznym problémom je ¢asovy rozsah modelu. Aj je systém ,stiff (obsahuje roz-
dielne veli¢iny s rozdielnou dynamikou), bude najlepsie ziskaf viacero modelov, kazdy
pokryvajuci vhodnt ¢ast rozsahu frekvencii.

1.2.1.3 Urcdenie struktary modelu zaloZené na prvotnej analyze udajov

Odhad typu modelu: Toto je biele miesto na mape identifika¢nych technik. Ale napriklad
sa da testovaf pritomnost nelinedrnych efektov.

Odhad rddu systemu: Existuje viacero metdéd, z ktorych uvedieme tri najcastejsie pouzi-
vané, a ktoré s podrobnejsie uvedené v nasledujucich kapitolach:

1. frekvencéné diagramy a spektralna analyza,
2. testovanie hodnosti kovarianénych matic,

3. testy korelovanosti premennych a rezidui.
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@)
© @)

M1 M2 M4 Model

Obr. 1.3: Vplyv velkosti modelu na hodnotu kritéria.

1.2.1.4 Porovnanie Struktir modelov

Nowé udaje. Nie je prekvapujtce, ak model vyhovuje tidajom, pre ktoré bol odhadovany.
Reédlnym testom vSak je, ¢i bude vyhovovat aj novym tdajom z procesu. Takto sa d4
porovnavat aj viacero modelov, pricom kritériom méZe byt napr.

J=Y (y—ym) (1.2)

Vyhodou takéhoto postupu je jeho pragmaticky charakter, nepotrebujeme mat Ziadne
argumenty a predpoklady o pravdepodobnostiach a o skuto¢nom systéme. Nevyhodou
je, ze potrebujeme nové udaje a teda nemodzeme vyuzif vSetky informadcie pri ndvrhu
modelu.
model bude nevyhnutne davat nizsiu alebo rovnakt hodnotu kritéria. Ked sa Strukttra
modelu zvicsuje, hodnota kritéria je nerastticou funkciou (obr. 1.3).

Treba urcit, kde sa nachddza zlom na tejto krivke. Pre tento tcel bolo vypracovanych
viacero kritérii, napr. AIC (Akaikeho informa¢né kritérium) (Ljung, 1987).

1.2.1.5 Kritéria kvality identifikacie

Pri zndmej Struktire modelu zhodu modelu (operdtora modelu) s operdtorom objektu
charakterizujeme ucelovou funkciou (kritériom) J[s(F, Fas)] kde s je tzv. stratova funkcia,
F a F); operator objektu, resp. jeho modelu. Podla ucelovej funkcie mozno porovnavat
rozne struktary modelov. Vyber Gcelovej funkcie vyrazne ovplyviuje algoritmus rieSenia
ulohy identifikacie.

V prvom kroku pre kvantitativne hodnotenie stupma blizkosti operatorov volime
vhodnu stratova funkciu s(F, Fi). Blizkost operdtorov sa posudzuje na béze odchy-
liek korespondujtcich signalov alebo parametrov operatorov modelu a objektu. Pretoze
priamo pozorovatelné st predovSetkym signaly, rozoznavame v zdsade tri sposoby formo-
vania odchylky medzi modelom a objektom.

e Chyba vystupu, kedy vytvarame odchylku medzi vystupmi paralelne zapojeného
objektu a modelu (obr. 1.4a). Vektor ¢ zahfiia meratelné aj nemeratelné poruchy.
Chyba vystupu je

e=y—yu =y — Fu(u) (1.3)
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a. Chyba vystupu b. Chyba vstupu
U r Y
Fari(u) — I Fur(y)
e

c. Chyba rovnice

Obr. 1.4: Blokové schémy pre jednotlivé typy odchyliek.

e Chyba vstupu, kedy vytvarame odchylku na strane vstupnych signalov modelu a
objektu v sériovom zapojeni (obr. 1.4b). Chyba je dand ako

e=u—uy=u—Fy'(y) (1.4)

uys je vstup modelu, generujuci vystup y. Samozrejme, F' J\}l je inverzny operator
a teda Fj; musi byt invertovatelny.

e Chyba rovnice: vo vSeobecnejSom pripade moze byt chyba definovanéa ako

¢ = Fyb(y) — Fan(w) (L5)

kde F);o predstavuje invertovatelnt ¢ast modelu a cely model je dany ako Fj; =
Fyr Fyo. Chyba je priamo generovana zo vstupno-vystupného opisu ako nesulad
medzi lavou a pravou stranou rovnice (obr. 1.4c).

1.2.1.6 Verifikidcia modelu

Metdda odhadu parametrov vyberie ,najlepsi“ model vzhladom na vybrant Struktiru
modelu. AvSak je dodlezité si polozif otdzku, ¢i je tento model dost dobry:

e Stuhlasi model s nameranymi udajmi 7
e Je model dost dobry pre nase tcely ?
e Popisuje model skuto¢ny proces ?

Odpoved na tieto otdzky obvykle nie je Tahké a jednozna¢nd. Uvadzame niektoré
kritérid, naznacujice odpoved:
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Dévod ziskania modelu. V tomto pripade sa pytame, ¢i je ziskany model vhodny na
rieSenie problému, ktory motivoval cela identifikaciu. Napr. ak v pripade riadenia
reguldtor zalozeny na modeli ddva uspokojivé vysledky, tak je model vhodny. Avsak
modZe byt neuskutoc¢nitelné, ndkladné, alebo nebezpecné, aby sa vSetky modely
vyskusgali. V tom pripade sa musia pouZit iné metddy.

Fyzikalny zmysel parametrov. Ak je model dany parametrami, ktoré maju fyzikalnu
podstatu, tak je to prirodzena a délezitd podmienka.

Konzistencia v/v spravania sa modelu. V pripade black-box modelov sa pri veri-
fikacii ich vlastnosti koncentrujeme na ich vstupno-vystupné vlastnosti. Linearne
systémy znazornime pomocou Bodeho diagramov a nelinedrne systémy simulaciou.
Je dobrou praxou porovnat rozne linedrne modely pomocou Bodeho diagramov
spolu s ich intervalovymi odhadmi.

Redukcia modelu. Ak redukujeme model a jednoduchsi model ma velmi podobné
vstupno-vystupné vlastnosti, tak bol model prilis zlozity a moze byt zjednoduseny.

Intervalové odhady parametrov. Ak je v intervalovom odhade nejakého parametra
zahrnuté aj nula, mozeme uvazovat jeho anulovanie.

1.3 Klasifikacia identifika¢nych metod

Existuje niekolko moznosti ako klasifikovat identifikaéné metédy. Uvedme jednotlivé
triedy.

A identifikicia z aktivneho alebo pasivneho experimentu. Pouzitie jednej z tychto me-
téd je spravidla dané moznostami danej technolégie a ndro¢nostou experimentu,
ktory je mozné technologickym zariadenim vykonat. To znamena, Ze je mozné bud
generovat na vstupoch Specidlne signély, alebo identifikovat len v run-time pre-
vadzke.

B Z hladiska matematického aparatu, ktory je potrebny pri spracovani nameranych
udajov, je mozné rozlisit nasledovné metddy:

e deterministické,

e stochastické.
Pod deterministickymi metddami sa myslia metédy vyhodnotenia na Specialne sig-
naly a numerické metédy vypoctu konvoluéného integralu.

Pod stochastickym pristupom sa rozumie numerické rieSenie Wiener-Hopfovej rov-
nice. Zahfriame sem aj Statistick€ metddy, kde sa vychadza z metédy najmensich
Stvorcov (a jej modifikicii), metédy maximalnej vierohodnosti a z Bayesovho pri-
stupu. Kazda zo statistickych metéd predpoklada urcité vlastnosti nahodnych po-
ruch a kazda vyzaduje intt mieru znalosti o ich vlastnostiach (najmenej narocéna je
z tohto hladiska MNS).

Samozrejme, Ze volba metddy nie je ndhodnd. Zavisi od trovne hladiny ndhodnych
rusivych zloziek, ich vyznamnosti a ich vlastnosti.

C Podla sposobu spracovania nameranych tidajov mozno metddy delif na:

e metddy pre jednorazové (davkové) spracovanie,
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e metddy priebezné (rekurzivne).

Metdédy pre jednorazové spracovanie dalej delime na manudlne a pocitacové. Me-
tédy pre manudlne spracovanie nie st vhodné pre pocitacovy vypocet, alebo su
tazko algoritmizovatelné, pretoZe zavisia od subjektivneho hodnotenia nejakého
ukazovatela (napr. vyska inflexného bodu na nameranej prechodovej charakteris-
tike). Pocitac¢ové jednorazové metédy spractvaju sibor nameranych udajov me-
tédou nie vhodnou pre manuélny vypocet (MNS, numericka integracia, vypocet
korela¢nych funkcii). Niekedy sa tieto metddy nazyvaju off-line.

Priebezné metédy spractivaji namerané tidaje postupne, identifikované parametre
sa spresnuju na zaklade kazdého dalSieho merania. St pouzivané rekurentné vztahy
- preto rekurzivne metdédy. Pouzitie tychto metéd je vhodné pri on-line nasadeni
riadiacich pocitacov, su zakladom pre tzv. adaptivne riadenie.

1.4 Vstupné testovacie signaly

1.4.1 Rozdelenie vstupnych signalov

Vstupné testovacie signaly mozeme triedif z rozliénych hladisk. V prvom pripade rozlisu-
jeme prirodzené, prevadzkové signaly pozorované v priebehu prevadzky (pasivny experi-
ment) a umelo vytvarané vstupné signaly s uréitymi vlastnostami, prividzané na vstup
(aktivny experiment). Vlastnosti signélov posudzujeme podla ich charakteristik ¢asovych,
frekvencénych, Statistickych a dalsich. Signdly dalej triedime na:

e deterministické signaly, ich priebehy v ¢ase sii zndme, ich hodnoty mézeme urcit
pre kazdy ¢asovy okamih,

e nihodné signaly, ich priebehy v ¢ase st ndhodné funkcie ¢asu, mozeme urcit len ich
Statistické charakteristiky,

e pseudondhodné signaly, ich priebeh v ¢ase je zndmy, v ramci jednej periédy maja
charakter znamej realizacie ndhodného procesu, tieto realizacie sa periodicky opa-
kuju.

V tychto triedach st mozné dalsie klasifikicie, vystac¢ime s nasledujtcou.
Signaly :

1. deterministické signaly

(a) periodické
(b) neperiodické

2. ndhodné signaly

(a) nestacionarne
(b) stacionédrne
i. ergodické
ii. neergodické

3. pseudonahodné signaly

(a) dvojhodnotové
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t t
deterministické neperiodické
A UAUEES
t t
deterministické periodické
u(t) u(t)
t t

nahodny pseudondhodny

Obr. 1.5: Priklady na rozne typy vstupnych signéalov.

(b) viachodnotové

Charakteristiky stacionarity a ergodicity sti podrobnejsie uvedené v dodatku B.
Ukazky rozliénych vstupnych testovacich signalov st na obr. 1.5.

1.4.2 NajcastejSie pouzivané vstupné signaly

Vstupné signély, ktoré sa najcastejSie pouzivaji, by mali byt Tahko realizovatelné a
odozva systému na ich pdsobenie by mala byt lahko vyhodnotiteln4.
Medzi najcastejsie pouzivané signaly patria:

1. skokova funkcia, ktora je definovana ako

u(t) = { 20 i;g (1.6)
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Generator
impulzov

— Stav 1 Stav 2 | Stav n
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O

Obr. 1.6: Posuvny register dlzky n.

2. pulz

(1.7)

ult) = 0 t<OVt>T
|l uwe te<0,T>

3. suma sinusov

m

u(t) = Z a; sin(w;t + ;) (1.8)

J=1

4. pseudondhodnd bindrna postupnost (PRBS - pseudorandom binary sequence) - je to
dvojstavova bindrna postupnost generovana pouZitim posuvného bitového registra
dlzky n s Tubovolnym nenulovym poéiatoénym stavom (obr. 1.6).

Pseudondhodné binarna postupnost je postupnost obdlznikovych pulzov s modu-
lovanou $irkou, ktord aproximuje diskrétny biely Sum. Pseudondhodnost vyplyva
z faktu, Ze je charakterizovana dizkou postupnosti, poc¢as ktorej sa sirka pulzu meni
nahodne, ale v dlhSom ¢asovom intervale je periodicka. Periéda opakovania je dana
dizkou postupnosti n.

Register pracuje diskrétne. Vzdy na povel hodin sa posunt udaje jednotlivych sta-
vov doprava a vysledny signal je dany stavom n. Pre kazda dizku registra n sa dajt
najst 2 z registrov, ktoré sa bindrne s¢itavaja tak, aby sa vysledna postupnost wu(t)
¢o najdlhsie neopakovala. Maximélna dlzka postupnosti je 2" — 1. Potrebné volby
koeficientov a; st uvedené v nasledujucej tabulke.
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n 2"—-1 a=a;=1, ap(k#1i,j)=0
2 3 12

3 7 1,3

4 15 3,4

5 31 3,5

6 63 5,6

7 127 4,7

8 255 2(3,4),8

9 511 5,9

10 1023 7,10

Znak @ je s¢itavanie dvoch binarnych ¢isel a je definovany nasledovne

o 0 Uy = U9
ul@uQ{ 1 ul#u2 (19)

Charakteristickou vlastnostou PRBS je, ze dizka najdlhsieho pulzu je n. Pre spravne
nastavenie PRBS by mal byt tento ¢as dlhsi, ako ¢as tgg prechodovej charakteristiky
identifikovaného systému. Ak uvazujeme periédu vzorkovania T,,, potom plati

nTy, > tog (1.10)

7 tejto podmienky sa dé4 urcit n.
Dalsou podmienkou je, aby dlzka testu L nebola mensia ako dlzka postupnosti.
Musi teda platit

(2" - 1T, < L (1.11)

Poznamenavame ale, ze tato podmienka vedie ¢asto k prilis dlhému casu trvania
experimentu. Preto sa ¢asto pouziva zmenena frekvencia pre PRBS

fp’r‘bs = %7 p=12,3 (1.12)

a rovnica (1.10) prejde do tvaru

pnT, > tgg (1.13)

1.4.3 Koncept identifika¢nej vydatnosti

Vhodnym vstupnym signalom pre identifikaciu systému je taky, ktory zaruci, ze para-
metre systému budt odhadnuté spravne. V tedrii identifikicie sa preto zavadza koncept
identifikacnej vydatnosti (persistent excitation) nasledovne:

Definicia: Signal u(t) je identifika¢ne vydatny (IV) rddu n ak

1. existuje nasledujica limita

Ruu(1) = lim %Zu(t—f—T)u(t) (1.14)
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2. matica
Ry (0) Ryu(n —1)
Ru(n) — Rmf(l) Ruu(ﬁ— 2) (1.15)
Ruu(v:z -1 ... Ru;(O)

je pozitivne definitnd (vid rovnicu (3.28)).

Ak je signal u(t) ergodicky, potom je matica R, (n) jeho kovarian¢nou maticou.

Rad n niektorych vybranych vstupnych signalov

Ak uvazujeme u(t) ako biely um s nulovou strednou hodnotou a rozptylom o2, potom
R, (n) = %I, ktord je vzdy pozitivne definitnd. V tomto pripade teda plati, Ze biely
gum je IV lubovolného radu.

Ak u(t) je skokovéa funkcia hodnoty o, potom plati R,.(7) = o2 pre Iubovolné 7.
R, (n) je teda pozitivne definitna len v pripade, ze n = 1.

Podobne sa da ukazat, ze pre impulzni funkciu je R, (n) vzdy nulova a teda impulz
nie je IV ziadneho radu.

Ak u(t) je suma sinusov

m

u(t) = Z a; sin(w;t + ;) (1.16)

j=1

potom sa da ukazat, IV radu m.

Signal u(t) generovany ako PRBS s n registrami, ktory ma periédu opakovania 2™ — 1
je IV radu 2™ — 1.

Ak pouzivame pre identifikdciu nejakého systému urcity signal, potom je doélezité za-
rucit, aby bol jeho rdd IV bol minimalne rovnaky, ako podet identifikovanych parametrov.
V opaénom pripade sa moze stat, Ze parametre modelu nebudti odhadnuté spravne. Av-
sak, tato podmienka plati iba pre procesy s pritomnostou Sumov. V opac¢nom pripade nie
je koncept IV aplikovatelny. Z toho vyplyva, ze identifikicia deterministickych modelov z
prechodovej charakteristiky je mozné, ale pouzitie Statistickych metéd najmensich stvor-
cov pre ten isty vstupny signal prinesie nespravne vysledky. Dévodom je, ze nezasumené
systémy st identifikovatelné aj z konecného poétu dat (N < oo), kym koncept IV sa tyka
vlastnosti pre (N — o00).
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Kapitola 2

Deterministické metody

Tato kapitola je venovand metédam, pri ktorych predpokladame, Ze vstupna veli¢ina je
deterministicka, ¢ize neuvazujeme pdsobenie ndhodnych veli¢in na systém.
Medzi uzitocné deterministické signaly patria:

e jednotkovy skok
e harmonicky signél
e vseobecny deterministicky signal

Nevyhodou vsetkych uvedenych signalov je, ze vyzaduju aktivny experiment, ktory
je nutné uskuto¢nit mimo beznej prevadzky. Na druhej strane, pretoze vSetky metdédy
st jednoducho realizovatelné, nestracaju ani dnes na vyzname a slizia najmé pri prvot-
nej identifikdcii na ziskanie orientacnych charakteristik skiimaného systému (zosilnenie,
Casové konstanty).

2.1 Spracovanie prechodovej charakteristiky

Najcastejsie pouzivanym vstupnym signalom je skokova zmena jednej zo vstupnych veli-
¢in pri zachovani ostatnych vstupnych veli¢in konstantnych. Pred uskutoc¢nenim skokovej
zmeny je nutné, aby bol skimany systém v ustdlenom stave. Casovy priebeh vystupnej
veli¢iny je prechodova charakteristika.

KedZe skiimany systém moze vo vSeobecnosti byt nelinedrny, je nutné vykonat nie-
kolko skokovych zmien rozli¢nych velkosti a znamienok. Pre stanovenie vyslednej pre-
chodovej charakteristiky sa pouziva vyhodnocovaci vzorec ur€eny z podmienky minima
kvadratickych chyb v tvare

Augyik

§i = (2.1)
(Auk)Z

M =T M=

=
Il

1

25
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kde i je i-ty bod prechodovej charakteristiky,
k - k-te meranie, k=1,..., N,
Aui - skokova zmena vstupu pri k-tom merani,
Yik - hodnota vystupu pri k-tom merani v i-tom intervale,
Ui - vysledna hodnota PCH v ¢ase t = iAt, kde At je peridéda vzorko-
vania

2.1.1 Systém 1. radu

Uvazujme nadhradu modelu systému prenosom prvého radu
K
F(s) = e s
() Ts+1
kde K je zosilnenie, T' ¢asova konstanta a D dopravné oneskorenie systému, ktoré potre-

bujeme uréit. Casova forma tejto rovnice pre vystup y(t) sa da ziskat pomocou spitne;
Laplaceovej transformécie a je dand vztahom

0 t<D
y(®) { K(l 76*%) t>D (2:3)

(2.2)

Y2

Y1

D 151 ta t

Obr. 2.1: PCH systému 1. radu.

Zosilnenie systému je dané ako hodnota prechodovej charakteristiky v nekonecne K =
y(o0) ak skok na vstupe mé jednotkovi velkost (obr. 2.1). Uvazujme, %e pozname dva
body 1,41 a t2,y2 na prechodovej charakteristike. Z rovnice (2.3) vyplyva

t1—D
gy = K(l—e’ T ) (2.4)
to—D
Y2 = K(l—e* T ) (2.5)
Zlogaritmovanim tychto rovnic a ich naslednou tpravou dostaneme vysledné vztahy
to — 1
n K-y
tox —t In £
D = 21 K (2.7)

_ ’ K—ys
x 1 In ¥e
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Hodnota T sa dé taktiez priblizne oddéitat z prechodovej charakteristiky, ako je to naz-
nacené na obr. 2.1, pripadne ako ¢as, za ktory dosiahne vystupnd veli¢ina 63% svojej
ustalenej hodnoty.

2.1.2 Systém 2. radu
Aperiodicky systém

Uvazujme ndhradu modelu systému prenosom druhého radu s rozdielnymi ¢asovymi kon-
Stantami

K
(Tys 4+ 1)(Tas + 1)
kde K je zosilnenie, T1, T ¢asové konstanty, ktoré potrebujeme urcit. Casova forma tejto
rovnice pre vstup U(s) = 1/s je vystup y(t) a da sa ziskat pomocou spétnej Laplaceovej
transformacie ako

F(s) = (2.8)

T1 __t T2 __t
t)=K|1— Ty T 2.9
WO =K (1= e o ) 29)
Zosilnenie systému je dané podobne ako v predchadzajicom pripade ako hodnota
prechodovej charakteristiky v nekoneéne K = y(c0).

Yi

Obr. 2.2: PCH aperiodického systému 2. radu.

Uvazujme, ze sme odmerali pomocou prechodovej charakteristiky ¢as prietahu T,
a ¢as nabehu T, (obr 2.2). Ulohou je na zaklade tychto dvoch ¢asov odvoditf vztahy
umoznujuce ziskat hodnoty ¢asovych konstant. Budi nds zaujimaft nasledovné zavislosti:
ak Ty /Ty = k, potom T,, /Ty, = f1(k), T,/T1 = f2(k), z ktorych sa daja ziskat T, T5.
Pri odvodeni vyuzijeme nasledovné tvrdenia:
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1. Doty¢nica prechodovej charakteristiky v inflexnom bode [t;,y;] je dand rovnicou

p:y=a-+bt,

2. Priamka p prechddza bodmi [Ty, 0], [T\, + T, K], [ti,y:] a plati b = K/T,, a a =

—T,b,
3. Smernica priamky je dand ako b = y(¢;),
4. §(t;) = 0 (inflexny bod).
Pre prvi a druht derivaciu sa daji z (2.9) odvodit vztahy
K ot .t
10 = T (7F - %)

i(t) K 1 —t + 1 — ot
= ———e T1 —e T2
Y T -T, \ T T
Cas t; je mozné ziskat na zdklade tvrdenia 4 a rovnice (2.11) ako

Ty 15
ti = In —
=Ty T

Pomocou tvrdenia 3 vypocitame hodnotu smernice b priamky p

b = y(ti)

Ty T
K (T,\T% K [(T,\T %
T N\ T\

Hodnota T;, sa d& urcit pomocou tvrdenia 2 ako

K To Ty
T2 To—T1 T2 To—T1
T,=—=T, = lebo =15 | —
b ' <T1> pene ? <T1>

Na zaver je mozné vypocitat hodnotu T}, z tvrdenia 2

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

a yi — by Yi
b b b
1
= t— ETnyi
Upravou tohto vzfahu dostaneme
Ty Ty
Ty =ti— T+ Ty +Th = =2 T, +T, +T
nt 11 +12 T, — T, nT1 nt 41+ 12
Definujme si pomer ¢asovych konstéant ako k = T5/T. Z rovnic (2.15), (2.18) potom
vyplyva
T, 1
= = fi(k) = .
u EFT |1+ k+ A Ink | -1
T, ke
— = k) = k*1
T fa(k)

(2.20)

Zavislosti f1(k), f2(k) sa daja spracovat vo forme tabulky alebo diagramu. Niektoré z hod-

not st uvedené v nasledujicej tabulke:
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Rk Ak
0.05 1.171 31.737
0.10 1.292 20.088
0.20 1.495 13.974
0.40 1.842 10.910
0.80 2.441 9.720
0.90 2.581 9.665
0.95 2.650 9.653
0.99 2.705 9.649
1.05 2.786 9.652
1.10 2.853 9.662
1.30 3.117 9.748
2.00 4.000 10.355
Postup pri urcovani ¢asovych konstant je potom nasledujuci:

1. Nakresli sa PCH, zistia sa hodnoty konstant 7, T}, a vypocita sa ich podiel T, /T, =
fl (k)7

2. Pomocou tabulky alebo grafu so zavislostami f; (k) sa od¢ita pre dané f; (k) hodnota
k,

3. Pre dané k sa zisti hodnota fi(k) a odhad ¢asovej konstanty Ty = T,/ fa(k),
4. Hodnota casovej konstanty T5 sa vypocita podla vztahu Tb = k T7.

Poznamenavame, ze ak hodnota f; od¢itana z prechodovej charakteristiky je mensia
ako 9.65, potom nie je mozné aproximovat chovanie systému prenosom druhého radu
s nerovnakymi ¢asovymi konstantami.

V tejto metdde nie je mozné uréit dopravné oneskorenie. Toto je mozné odhadovat na
zéklade ¢asu od uskutocnenia skokovej zmeny do pociatku zmeny vystupnej veli¢iny. Iny
sposob, ktory zahfiia aj odhad dopravného oneskorenia, je popisany v Svec a kol. (1975).

Prklad 2.1 Z nameranej prechodovej charakteristiky systému boli odéitané hodnoty
T, = 2s, T,, = 23s. Z toho vyplyva f; = 11.5,k = 0.33 (alebo k = 3.0). Z tabulky
interpolujeme hodnotu fo = 1.7 a hodnoty ¢asovych konstant 77 = 13.5s, Th = 4.4s.

Kmitavy systém

V pripade, ze prechodova charakteristika skiimaného procesu vykazuje kmitavy charakter
(obr. 2.3), nie je mozné pouzit predosli metédu. V tomto pripade sa dé skusit aproximéacia
objektu vlastnym systémom druhého radu s prenosom v tvare

_ K _ Kuw?
C T282 4 2Tés+ 1 82 + 2wpés + wi

F(s) (2.21)

Ulohou je pre dané body [t1,%1], [t2,¥2] a ustdlentt hodnotu y(co) uréit hodnoty zo-
silnenia K, vlastnej frekvencie wy, ¢asovej konstanty 7' = 1/wy a tlmenia £. Pri odvodeni
vyuzijeme fakt, ze derivacia prechodovej charakteristiky v bodoch ¢; (lokdlne extrémy)
je nulova.

Zosilnenie systému je dané podobne ako v predchadzajucich pripadoch ako hodnota
prechodovej charakteristiky v nekoneéne K = y(c0).
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Obr. 2.3: PCH periodického systému 2. radu.

Na tomto mieste tiez uvedieme odvodenie rovnice prechodovej charakteristiky. Rov-
nica PCH v Laplaceovej transformaécii je v tvare

Kuwk
s(8% 4 2wols + wi)

Y(s) = F(s)U(s) = (2.22)

Vyuzijeme metédu rozkladu daného zlomku na parcidlne zlomky a porovname ich koefi-
cienty

2
y(s) - Kuw} K [é L Bs+ C (2.23)

s(s2 + 2woés + wd) s 824 2woés + w3
1 s+ 2€wq ]

_ 2.24
s 8242wl +wd ( )

Druhy ¢len na pravej strane sa d& upravit na stdet obrazov tlmenych trigonometrickych
funkcii pomocou doplnenia menovatela na tplny Stvorec

s+ 28wo _ s+ 28wo (2.25)
s2 + 2wofs + wg (5 +wof)? + wg — wie? '
5 4 Ewo §wo
T 2.26
G of? + 30— &) (ol + R ) (220
5+ &wo 13 woP
= = P =1/1—¢2 2.27
(s + woé)? + w2 P2 tp (s + woé)? + wiP?’ ¢ (2.27)
Dosadenim do (2.24) dostaneme
1 P
Y(s) =K |-~ 5 S L -0 (2.28)

s (s+wef)?+wiP? P (s+wof)?+wiP?
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Spétnou Laplaceovou transforméciou vyuzitim nasledovnych vzfahov

b B w
€ a sinwt = m (229)
—at o s+ a

(& a coswt = m (230)

ziskame Casovy priebeh y(t)
1
y(t) =K {1 - Fe*&"ot (P cos(woPt) + §sin(w0Pt))} (2.31)

Cleny v okriihlych zétvorkach sa daji upravif pomocou stétového vzorca sin(a + 7).
V nasom pripade plati a = woPt, £ = cosT, P = sin . Plati

yt) =K [1 - %6_5“"’5 sin(wo Pt + T):| ;T = arccos £ (2.32)

Derivovanim y(t) podla ¢asu dostaneme
y(t) = K%e‘gwot [¢ sin(wo Pt + 7) — P cos(wo Pt + 7)] (2.33)
- K%e—f%t sin(wo Pt) (2.34)

kde bol opit vyuzity stctovy vzorec sin(a — 7). V bodoch lokalnych extrémov musi platit

km

y(tk) =0« sin(wOPtk) =0=t,=—— (235)
w()P
Dosadenim ¢, do rovnice vystupu (2.32) dostaneme
1 4
yty) = K [1 - Fefﬁkwg sin(km + T)] (2.36)

k
K [1 — (=1 (e*%ﬁ) } 37,
= K- (-1)*M", M= o BE (2.38)
Postup ziskavania nezndmych parametrov je potom nasledovny:
1. K = y(oo)’
2. y1=K(1+M),y2 = K(1—M?) = M =112

2t

)

3. Me%wﬁég‘%

V72+In? M

_ _m _ 27 _ s —
4. tl = _wgP’t2 = 2P = Wy = (tz—t1)P’T7 1/0)0.

2.1.3 Systém vyssieho radu
Strejcova metéda

Uvazujme nahradu modelu systému prenosom n-tého radu

K _p,
—e™P® (2.39)

P& =y
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Obr. 2.4: PCH systému vyssieho radu.

kde K je zosilnenie, T' ¢asova konsStanta, D dopravné oneskorenie systému a n rad sys-
tému, ktoré potrebujeme urdit.
Sktimajme vlastnosti normovanej PCH pre pripad D = 0 v tvare (obr. 2.4)

F(s) =

i (2.40)

Postup odvodenia je rovnaky ako pre pripad aperiodického systému 2. rddu. Casova
forma normovanej PCH pre vystup y(t) sa d4 ziskat pomocou spétnej Laplaceovej trans-
formécie a je danéd vzfahom

—1-e T S Ly 2.41
yt)=1-e Z \T (2.41)
k=0
Vypocitame prva a druht derivaciu y
1 ¢
i(t) = thlemT 2.42
i) = gyt e (242)
1 [ 2 1 ¢t :
U = — - = T 2.4
i) Tn [(n—Q)! T(n—l)!] © (2.43)
V inflexnom bode plati §j(t;) =0
t; =T(n—1) (2.44)
Prva derivacia v case t; je
—1 n—1
y(ts) = (Ul ST (2.45)

T(n—1)!
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Z obrazku je zrejmé, ze plati y(¢;) = 1/T,, a teda

T (n — 1)"71 7( 71)
N A (e D 2.46
| Tat 9(n) (2.46)
Vidime, ze tato funkcia je len funkciou n.
Podobnymi Gpravami ako pre systému 2. rddu sa da odvodit vztah medzi T, a T,

Tato funkcia je opét iba funkciou n.

Na zdklade rozliénych hodndt n moézeme zostrojit nasledujucu tabulku:
n | 1 2 3 4 5 6
f(n) | 0.000 0.104 0.218 0.319 0.410 0.493
g(n) ‘ 1.000 0.368 0.271 0.224 0.195 0.161

Postup pri identifikacii je nasledovny:

1. Z nameranej PCH uréif hodnoty K = y(c0), Tus, T,
2. Urcit podiel fs = Tys/ Ty,

3. V tabulke vybrat rad systému ng tak, aby platilo

f(no) < fs < f(no +1),

4. Dopravné oneskorenie D sa urci ako rozdiel medzi skutoénym a fiktivnym casom
nabehu T,

D =[fs = f(no)]Ty
pretoze plati T,, = T), f(n),

5. Casové konstanta T’ sa uréi pomocou hodnét z riadku funkcie g(n) pre prislusné
ng. Odéita sa g(no) a T sa urci ako

T =Tng(no).

Broidova metdda

Predpoklad zhody vsSetkych ¢asovych konstant nemusi byt vzdy splneny. Broida zaviedol
prenos

_ K €_Ds
HZ:l(%S +1)

Analogicky ako pri Strejcovej metéde boli odvodené funkcie f(n), g(n), ktorych hodnoty
udéva nasledujica tabulka

no |1 2 3 4 5 6

f(n) ] 0.000 0.096 0.192 0.268 0.331 0.385

g(n) | 1.000 0.500 0.440 0.420 0.410 0.400

F(s) (2.48)

Postup pri identifikacii je rovnaky ako pri Strejcovej metdde.
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Hudzovicova metéda
K dalsiemu zovSeobecneniu prenosu vyssieho radu zaviedol Hudzovi¢ (1986) prenos

F(s) = K e s (2.49)

n—1 T
H 1+7171 —S

=0 n—1

Identifikované parametre sa { K, T,n,r, D} a0 < r < 1. Parameter r sa nazyva parameter
rozlozenia casovych konstant. Plati
Tmax - Tmin

< g Zmax T Imin g 2.
0<r < (2.50)

Pre jeho rozliéné hodnoty mozno dostat Strejcov (r = 0) a Broidov (r = 1 — n) tvar.
nameranych tdajov. Ako vhodna sa ukazala hodnota rozdielu doplnku normovanej PCH
od ustaleného stavu (obr 2.4) v ¢ase Ty, + T, = T, dand ako e,(T},) =1 —y(T},).

K identifikacii sa pouzivaji nomogramy (vid obr. 2.5). Postup je nasledovny: Obvyk-
lym spdsobom urcéime zosilnenie K. Potom prechodovi charakteristiku normujeme tak,
aby sa vystup zo systému blizil k jednotke. Z normovanej PCH uréime pomer fs = T, /T,
a doplnok e(7},). V dolnej ¢asti grafu uréime priese¢nik tychto tdajov, ktory udéava pra-
covny bod P(n,r). Kedze vo v8eobecnosti nebude tomuto bodu zodpovedat celo¢iselna
hodnota n, presunieme sa do nového pracovného bodu P(ng, ), pri¢om sa prestivame
k nizsim hodnotam f, pri zachovani konstantného e.

Novym pracovnym bodom P(ng,ro) je teda uréeny rad systému ng, parameter roz-
loZenia ¢asovych konstant ro a modifikovana hodnota funkcie fs(ng,ro). Na jej zaklade
uréime podobne ako pri Strejcovej metéde hodnotu dopravného oneskorenia vztahom

D = [fs(n,7) = fs(no,70)] T (2.51)

Casovi konstantu 7' uréime na ziklade horného grafu, kde pre dané ny odéitame
pomer T'/T,, a vypocitame T'.

Prklad 2.2 Z nameranej prechodovej charakteristiky boli od¢itané nasledovné hodnoty:
K =1,T, =21.2s, T, = 3.3s, e(T},) = 24%. Z nich bol vypoé¢itany pomer T,,/T;, = 0.16.
Z dolnej ¢asti obr. 2.5 boli odéitané hodnoty ng = 3, ro = 0.88, fs(no,70) = 0.135. Na
zéklade vzfahu (2.51) sa urcilo oneskorenie D = 0.53s. Nakoniec z hornej ¢asti grafu sa
od¢ital pomer T'/T,, = 0.07 a vypocitala hodnota ¢asovej konstanty 7' = 1.48s. Vysledny
prenos je teda v tvare

1

_ 6—0.538 .
PO = Trmas L)1+ s (2:52)

1
P _ —0.53s 253
() (1+ 1.485)(1 + 2.64s)(1 + 12.33s) (2.53)
Thal-Larsenova metéda

Sluzi na identifikdciu parametrov prenosu 3. radu

K —Ds

Fls) = (Tys + 1)(Tas + 1)(T3s + 1)6

(2.54)
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Obr. 2.5: Urcenie n,r, T Hudzovi¢ovou metédou. (Nomogram prevzaty z publikicie: Hu-

dzovié (1986))
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Obr. 2.6: Priebeh prechodovych charakteristik.

kde casové konStanty s viazané vztahom
Ty =13 = /J/T117 0<uu<l1 (255)

Identifikované parametre st { K, D, Ty, u}. Metéda vyuziva odéitanie hodndt t19, a0, tso,
t.j. ¢asov, ked PCH dosiahne 10, 40, 80% svojej ustdlenej hodnoty. Na uréenie parametrov
sltzia vypracované diagramy (Unbehauen a Rao, 1987).

Salamonova metéda

Sluzi k identifikécii parametrov prenosu

K
(Ts+ 1)1 (mTs+1)’

F(s) = kde 0 <m < 1 (2.56)
Dopravné oneskorenie treba eliminovat pred zac¢atim postupu. K identifikicii parametrov
{K,T,n,m} sa pouzivaju semilogaritmické PCH diagramy (Hudzovi¢, 1986).

Iteraé¢na metéda odhadu prenosu

V doteraz uvedenych metédach odhadu prenosu z prechodovej charakteristiky stacilo
odmerat len zopar udajov. Preto boli vhodné na ru¢né spracovanie. Existuju aj me-
tédy, ktoré st vhodné na pocitacové spracovanie. Vyberieme jednu, ktora sa snazi mi-
nimalizovat plochu odchylky medzi skuto¢nou a vypodcitanou prechodovou charakteristi-
kou (Moncman et al., 1972).

Uvazujme normalizovany prenos v tvare

1

F(s) = —— 2.57
)= Gr 7oy (257)
a predpokladajme, Ze vystup systému je y(t).
Zvolme si ndhradny prenos
- 1
F(s) = (2.58)

(1 + T()S)"
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ktorého vystupni veli¢inu oznacime ako x(t). Definujme si odchylku e(¢) medzi aktuél-
nym a vypocitanym vystupom zo systému v tvare (obr. 2.6)

€(t) = xo(t) —y(t) (2.59)

Zvolme si koncovy ¢as T;,,, ked je uz PCH ustalend a vypocitajme integral odchylky e(¢)
ako

T
p- / e(t)dt = Ao (2.60)
0

Pomocou druhej rovnosti mozeme vypoéitat vysku obdlznika Ay, ktorého plocha je rov-
naka ako P.
Jednou z moznosti, ako teraz vylepsit odhad zo(t), je

r1(t) = z0(t) — Ao (2.61)
ktory zodpoveda prenosu
Pls) = — 1 (2.62)
(1+Tys)n
Potom plati
1 1

(1+Tys)»  (1+Tos)"

Ag(1 — e~ Tm#) (2.63)

Rozvojom tejto rovnice do Taylorovho radu a uvazujic iba linedrne ¢leny dostaneme
vztah pre iterdciu casovej konstanty

1
Ty =Ty + —AoT (2.64)
n

Tento rekurentny vztah mozeme zovSeobecnit ako
P
Tiv1 =T; + # (2.65)

a opakujeme ho dovtedy, kjm hodnota integralu P; neklesne pod vopred stanovent hod-
notu.
Kritériom pre odhad rddu n je korela¢ny koeficient medzi xz;,y definovany vztahom

1 T

Ray =7 | e (2.66)

Tento vypocitame pre rozlicné hodnoty n a vyberieme z nich najlepsiu.
Cely postup sa d4 napisat nasledovne:

1. Zvolme sin = 1, podiatoéntt hodnotu ¢asovej konstanty T, toleranciu a, dostatocnu
dlzku prechodovej charakteristiky 73, a maximélny pocet iteracii [,,,. Nastavme
pocitadlo iteracii na ¢ = 0.

2. Vypocitajme trajektériu ;(¢) a hodnotu integrélu P; z (2.60).
3. Ak |P'| < a potom je T}" rieSenim pre dané n a vypocitame R}, podla (2.66).

4. Ak |P]'| > o a i < I, potom vypocitajme 77, |, i := i + 1 a vratme sa na bod 2
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5. Ak |P'| > a ai > I, potom vypocitame R}, podla (2.66).

6. Akn=1a Ry, <Ry ! potom zvicsime radd n o jednotku, nastavime Tg”rl =17,
vynulujeme pocitadlo i = 0 a vratime sa na bod 2.

7. Ak Ry, > ng_l potom je T/"~* optimalna pre rad n — 1.

V Moncman et al. (1972) st uvedené aj itera¢né postupy pre prenosy v tvare

1 —Us
F(s) = Tt b (2.67)
1
F(s) = T T T 7T’ 0<k<l. (2.68)

2.2 Vseobecny signal

V pripade, ze uskutoénenie aktivneho experimentu je obtiazne alebo nerealizovatelné,
mozeme pouzit metddy vyuzivajice vSeobecny deterministicky signal. Na zdklade name-
ranej vstupnej a vystupnej veli¢iny uréime vlastnosti skiimaného systému.

V dalSom uvedieme metédu konvoluéného integralu, ktoréd ziskava impulznt charak-
teristiku systému. Jej integraciou sa dé ziskat prechodové charakteristika riesitelna me-
tédami uz uvedenymi.

Druha metdda bola vypracovana Strejcom a spociva v postupnej integracii vstupnej
a vystupnej veli¢iny za tGcelom ziskania parametrov prenosu.

Na zéver uvadzame Astrémovu metédu v uzavretom regulacnom obvode, ktord vy-
uziva dvojhladinovy pravouhly vstupny signal.

2.2.1 Metoéda konvoluéného integralu
Vystupni veli¢inu je pre linedrny dynamicky (spojity) systém mozné vyjadrit pomocou

konvoluéného (Duhamelovho) integralu

y(t) = /O W)t — 7)dr (2.69)

kde u(t) je vstupna a y(t) vystupna veli¢ina. h(7) je impulzna funkcia (odozva systému
na Diracov impulz). Metéda konvoluéného integralu riesi numericky tento integral tak,
ze vysledkom je diskrétna impulzna charakteristika. Jednd sa teda o neparametricka
metddu — neurcuju sa priamo parametre prenosu. Integral nahradime kone¢nou sumou

y(t) = Z h(tj)u(t —m5)A1, At =7, —Tjz1=A (2.70)
§=0
alebo rovny nule, pre 7, plati
ti —Tn = to + 1A — (10 + nA) = to — 70 + (i —n)A (2.71)

Pretoze tg, 790 modzu byt rovné nule, musi platit i —n > 0 a teda i > n. Ak i je postupne
t=n,n+1,...,2n, potom i =n+k, k£ > 0.
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Potom mézeme polozit ¢y = 7 a oznadit u(t; — ;) ako u(n+k—j). Podobne oznac¢ime
h(tj) = h(j), y(ti) = y(n + k) a rovnica (2.70) prejde do tvaru

y(n+k) =Y hGum+k-j)A, k=0,1,...n (2.72)
7=0

Po rozpise

y(n) [h(0)u(n) + h(D)u(n — 1) + - - - + h(n)u(0)]A
yin+1) = [A0)u(n+ 1)+ h(Du(n) + -+ h(n)u(1)]A
: (2.73)

y@n) = [RO0)u(2n) + h(1)u2n — 1) + - - + h(n)u(n)]A

Ak oznacime vektory a matice

y' = )y +1),...,y(2n)

h' = (h(0),h(1),. ( )
u(n)l u(n -1 ... u((l))
u(2n)  w(2n-—1) ... wu(n)

potom mozno ststavu rovnic (2.73) prepisat do tvaru y = UhA. Neznamou je vektor h,
ktory vypocitame ako

h=U"'y/A (2.74)

pricom predpokladame, ze matica U je regularna.

Meranie vstupov a vystupov je nasledovné: od ¢asu 0 do n— 1 meriame iba u a potom
do casu 2n meriame u aj y.

Tymto postupom ziskame impulzna charakteristiku a jej numerickou integraciou pre-
chodovt charakteristiku. T identifikujeme niektorou zo znamych metdéd.

Doporucené hodnoty pre A, n st

n > 15
nA > i

kde t; je Cas, za ktory sa impulznd charakteristika vrati na 1% zo svojej maximéalnej
hodnoty.

2.2.2 Metéda postupnej integracie

Predpokladame, ze Sum posobiaci na systém je zanedbatelny. Identifikujeme koeficienty
diferencialnej rovnice

any™ () + an_1y™ I () + -+ a1 () + aoy(t) = ult) (2.75)

Vyhodnocujme tdaje na intervale 0 < ¢ < T'. Uvazujme, ze vstup a vystup st na zaciatku
a na konci intervalu ustalené, t.j.

uD(07) = uN(TF) =0,y (07) =y (TT) =0, j >0 (2.76)
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V prvom pripade predpokladame, ze u(0) = w(T) a y(0) = y(T). Integrujeme rov-
nicu (2.75) od 0 do T":

T T T T
an / y M ()dt + -+ ay / y(t)dt + ag / y(t)dt = / u(t)dt (2.77)
0 0 0 0
Plati, ze
T _ T . .
| o0 = [y =yt 0@) - yD0) =0 (2.78)
0
a teda
T
t)dt
a = fOTA (2.79)
Jo y(t)dt

Dalej rovnicu (2.75) integrujeme najskor od ¢t do T a potom od 0 do 7'. Postupne
dostaneme:

a“ /t L@t ay /t 0t + ag /t )t = /t oy (2.80)
an ’y(”‘”(t)’j +- a0 +ao /tTy(t)dt = /tT u(t)dt (2.81)
—any™ V() — - — ayy(t) + ao /tT y(t)dt = /tT u(t)dt (2.82)
—an /OT y VWAt — o —a /OT y(t)dt + ao /OT /T y(t)d*t

_ /0 : /t S (2.83)

b Jo Ji y@d*t = [, u(t)d’t (2.84)

I y(t)dt

Pre ay by sme dostali
T (T T (T (T T (T T
by O I [ vt —ao [y [, [7 y®d3t+ [ [ [, w(t)dt (2.85)
= L .
Jo y(t)dt
Pre vyssie koeficienty sa metéda nepouziva.
Druhy sposob je mozny, ked uvazujeme, Ze pocdiatoény a konecny stav nie st rovnaké,
t.j. u(0) # w(T') a y(0) # y(T'). Pre koeficient ag potom priamo plati
w(T) — u(0)
ag = ——————= 2.86
o) 0 250
Dalej zavedieme substiticiu (t) = y(T) — y(t), v(t) = w(T) — u(t) a teda plati z(T") = 0,
x(0) = y(T) — y(0). Pre takto definované nové premenné sa rovnica (2.75) da prepisat
ako

anz ™ (1) + ap 12"V (1) + -+ ari(t) + aox(t) = v(t) (2.87)
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Obr. 2.7: Testovaci signal a odozva systému.

Integrovanim od 0 do 7' dostaneme analogicky vyraz pre koeficient a;
ag Jy a(t)dt — [} v(t)dt
y(T) —y(0)

Pre a2 by sme dostali

as = ﬁ [/OT /tTv(t)th —ap /OT /tT z(t)d*t + ay /OT :c(t)dt] (2.89)

Druhy spdsob je lepsi, pretoze je o jednu integraciu menej a zvySuje sa presnost
vypoctov.

Pre diferencialnu rovnicu s pravou stranou je postup analogicky, ale ziska sa stustava
algebraickych rovnic pre nezname koeficienty.

(2.88)

Pre vy¢islenie hodnot integralov sa daju pouzit rozliéné numerické integracné metddy.

2.2.3 Autotuning

Astrom a Higglung navrhli metédu odhadovania kritickej frekvencie a kritického zosilne-
nia pomocou identifikdcie neznameho procesu v uzavretom regulacnom obvode a nazvali
ju ATV (autotune variation). Princip metddy je znézorneny na obr 2.7.

Ako regulator je pouzity dvojpolohovy prepina¢. Akéna veli¢ina u je zvySend o h nad
hodnotu riadenia v ustalenom stave. Ked riadena veli¢ina y prejde ziadanou hodnotou,
riadenie je prepnuté na hodnotu h pod ustalenou hodnotou. Ked prejde riadené veli¢ina
opiit ziadanou hodnotou, je riadenie prepnuté spét na hodnotu i nad ustalenou hodnotou.
Prepinanie je uskutoénované, az kym sa kmitanie vystupnej veli¢iny stane pravidelnym
(¢o sa magnitudy a periédy tyka). Vtedy su reakciou systému vynitené kmity. Periédou
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vynitenych kmitov je kritickd periéda Py prenosovej funkcie, ktord vyjadruje zavislost
medzi riadenou veli¢inou y a riadiacou veli¢inou u. Takze kriticka frekvencia je

2T

-5 (2.90)

Wi
a bezpecnost vo faze (1/kritické zosilnenie) tej istej prenosovej funkcie je (¢o vyplyva z
tedrie harmonickej rovnovahy)

dh
_(IT('

Ky, (2.91)
kde h je zmena riadenia od ustaleného stavu a a je zmena vystupu od ustaleného stavu.
Tato metéda ma viacero vyhod oproti testom v otvorenom regula¢nom obvode:

1. Nie je potrebnd ziadna znalost o éasovych konstantéch systému. Jediny parameter,
ktory je nutné zadat, je vyska h, ktord sa obycajne voli 2-10% rozsahu akc¢nej
velic¢iny.

2. ATV je test v uzavretom regulacnom obvode a teda proces bude stale v blizkosti
ziadanej hodnoty. To spdsobi, Ze proces bude pracovat priblizne v linedrnej oblasti.

3. Ziska sa presna informaécia v oblasti frekvencii, ktoré st dolezité.

Ako vysledky testu sa ziskajui hodnoty kritickej frekvencie wy, a kritického zosilnenia
K. Tieto vysledky mozu byt priamo pouzité na nastavovanie PID reguldtora metédou
Ziegler-Nicholsa. TieZ je ale mozné vypocitat prenosovi funkciu, ktord aproximuje spréa-
vanie sa systému. Zakladom tohto pristupu je zvolit si jednoduché tvary prenosov a najst
ich parametre, ktoré budu vyhovovat ATV testu.

Dalsie parametre, ktoré st nutné vopred vediet, st zosilnenie systému K a dopravné
oneskorenie D. Zosilnenie sa d4 vypoditat, ked sa vykona mald zmena riadiacej veliciny
od ustaleného stavu. Potom plati

K — Yoo — Yo (2.92)
Uoo — UO
Treba vSak davaf pozor, ak je proces silne nelinedrny, aby bola zmena akénej velic¢iny
velmi mald. Dopravné oneskorenie sa da oddéitat zo zaciatku ATV testu a je to Cas, kedy
y zaCne reagovat na zmenu v u.
Predpokladajme, ze chceme najst priblizny model procesu, ktory je jednym z nasle-
dujtcich prenosovych funkcii:
K
F(s) = ————e ¢ =1,2,3 2.93
©) = T n=12, (2.93)
K e—Ds
(Tls —|— 1)(T25 —|— 1)"

Neznamymi v tychto prenosoch su ¢asové konstanty, pretoze K, D uz pozname.
Z ATV testu pozname frekvenciu wy, uhol A a zosilnenie M pri tejto frekvencii.
1

™ X, (2.95)

F(s) = n=1,2 (2.94)

Najlepsi model a rdd n sa uréia viyberom toho prenosu, ktory bude najlepsie vyhovovat
nasledovnym rovniciam, ktoré boli ziskané z amplitady a fizy(argumentu) komplexného
¢isla.
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e Model 1 - jedna ¢asové konstanta: F(s) = %HG’DS
1 [(K\?
T = — — ] -1 2.96
=/ () (2.90)
1
T = ——tan(A+wiyD) (2.97)
Wk
e Model 2 - dve rovnaké ¢asové konstanty: F(s) = ﬁe"j s
1 K
T = — — -1 2.98
() (2.99)
T = fitan <M) (2.99)
Wi 2
Ds

Model 3 - tri rovnaké ¢asové konstanty: F(s) = ﬁe‘

r - L (5)1'5_1 (2.100)

Wi M
1 A D
T = ——tan <ﬂ) (2.101)
WE 3
e Model 4 - dve nerovnaké casové konstanty: F'(s) = WG’D s
K
M = (2.102)
V14 WeT1)? /1 + (wiT)?
A = —wiD + arctan(—wyT1) + arctan(—w;T5) (2.103)
e Model 5 - jedna jednoducha a jedna dvojité casova konstanta:
F(s) = mr—rbr——e D3
(Tys+1)(T2s+1)2
K
M = (2.104)
1+ (weT1)?[1 + (Wi T2)?]
A = —wiD + arctan(—wiT1) + 2 arctan(—wy 1) (2.105)

Na overenie, ¢i Model 1 vyhovuje nameranym tdajom, sa vypocita hodnota T' z rov-
nic (2.96), (2.97). Ak st tieto hodnoty priblizne rovnaké, tak Model 1 vyhovuje dobre
udajom. Podobne sa daju testovat aj Modely 2,3. Ak vyhovuje viacero modelov, tak je
najlepsie pouzit ten najjednoduchsi. Poznamenavame, ze ak je D = 0, potom musi byt
pouzity model tretieho radu.

Modely 4,5 st obtiaznejsie na pouzitie. Obe rovnice sa musia riesit iteracne, pricom
ziskanie riesenia nie je zarucené.

Prklad 2.3 Predpokladajme, ze K = 34.16, D = 0.3, M = 0.198, A = —7, wi = 0.542.

Model 1 : T =318.3,7 = —0.303 (nie - model nevyhovuje)
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Model 2 : T' = 24.16,T = 22.64 (4no - model vyhovuje)
Model 3 : T = 10.10, T = 2.83 (nie)
Model 4 : Ty = 16.98, T2 = 34.33 (4no)
Model 5 : Ty = 186.2,T> = 1.554 (éno)
Napriklad Model 4 je

4.1
F(s) = 34.16 e 038

(16.985 + 1)(34.335 + 1)

2.3 Frekvenc¢na analyza

Frekvencénii charakteristiku skimaného systému ziskame, ak na jeho vstup pripojime
zdroj harmonickych kmitov. Pre rozdielne frekvencie takto ziskame po nevyhnutnom
prechodovom ¢ase pomer amplitid vystupného a vstupného signalu ako aj fazovy posun
medzi nimi. Kazda dvojica urcuje jeden bod frekvenc¢nej charakteristiky, z ktorej sa da
potom uréif prenos skiimaného systému.

2.3.1 Ziskanie frekvenénych charakteristik

Zikladna metéda

Uvazujme vstupny signdl do identifikovaného procesu s prenosom F'(s) v tvare funkcie
sinus

u(t) = asin(wt). (2.106)
Ak je systém asymptoticky stabilny, potom jeho odozva v ustdlenom stave bude

y(t) = bsin(wt + @) (2.107)
kde

b = a|F(jw)| (2.108)

o = arg[F(jw)] (2.109)

a F(jw) = F(s)|s=j» Tieto rovnice sa daji dokazat nasledovne: predpokladajme pre
jednoduchost, Ze systém je na pociatku v ustidlenom stave. Ak by tdto podmienka nebola
splnend, tak pociatoéné hodnoty spdsobili iba urcité prechodové efekty. Potom je mozné
odozvu systému vypodcitat na zdklade konvoluéného (Duhamelovho) integralu

o) = [ hyute = ryar (2.110)

kde h(t) je impulznd funkcia, ktorej Laplaceova transformécia je F(s). Definujme si
funkciu Fi(s) vztahom

t
Ft(s):/ h(T)e *Tdr (2.111)
0
KedZe plati

1 . .
sin(wt) = ?(e]“’t —eIvh) (2.112)
J
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sin wt

cos wt

Obr. 2.8: Vylepsena frekvencéna analyza.

mozeme dosadit do rovnice (2.110) rovnice (2.106) a (2.111)

t

y(t) = 2%_ i h(r)[el (=) — e=d@ (=T qr (2.113)
- zij[ejwt Fi(jw) — e 9% Fy(—jw)] (2.114)
_ 2%|Ft(jw)|[ejwtej arg By (ju) _ g=jwt =7 arg Fy(jw)] (2.115)
= a|F(jw)|sin(wt + arg F;(jw)) (2.116)

Ak budeme uvazovat, ze t sa blizi do nekonefna, potom dostaneme rovnice (2.108),
(2.109).

Poznamendvame, Ze obycajne bude faza ¢ zadporni. Ak budeme merat amplitidy
vstupného a vystupného signalu a,b a fazovy rozdiel ¢, budeme moct odhadnit kom-
plexnt funkciu F(jw) pre jednu frekvenciu. Opakovanim tohto postupu pre rozli¢né frek-
vencie ziskame grafick reprezentaciu F(jw) ako funkciu w. Tieto zévislosti vo forme
Nyquistovho ¢i Bodeho diagramu sa ¢asto vyuzivaja pri navrhu regulatorov.

Nevyhodou tejto metddy je jej citlivost na Sum merania, a preto sa zriedka vyuZiva
v tejto forme.

Metéda harmonickej korelacie

Jednym zo sposobov, ako vyleps$it spravanie sa horeuvedenej metddy, je pouzitie kore-

lacnej techniky. Vystup zo systému je prenasobeny funkciou sinwt a coswt a vysledné

signaly sa integruju v rozsahu [0, 7]. Tento postup je zndzorneny na obr. 2.8.
Predpokladajme, Ze skutoény systém je popisany rovnicou

Y(s)=F(s)U(s) + E(s) (2.117)
kde E(s) je Laplaceov obraz nejakej poruchy e(t). Potom rovnica vystupu je

y(t) = bsin(wt + @) + e(t) (2.118)
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Pre jednotlivé vystupy ys(t), y.(t) potom plati
T
() = / y(t) sin(wt)dt
0

= /T bsin(wt + ) sin(wt)dt + /T e(t) sin(wt)dt
0 0

br

T T
= S cosp- g / cos(2wt + ¢)dt + / e(t) sin(wt)dt (2.119)
0 0

T
ye(t) = / y(t) cos(wt)dt
0
T T
= / bsin(wt + @) cos(wt)dt + / e(t) cos(wt)dt
0 0
T b [T 4
= 5 sing + B sin(2wt + @)dt + e(t) cos(wt)dt (2.120)
0 0

Ak by merania neboli zatazené ziadnou chybou (e(t) = 0) a integra¢ny ¢as T je ndsobkom
periédy sinusoidy (7' = 2kn/w), potom

br

ys(T) = 5 Cosy (2.121)
br

ye(T) = ?singo (2.122)

Z tychto rovnic sa dd hladany prenos F(jw) jednoducho najst. Napriklad umocnenim
rovnic, ich naslednym s¢itanim a pouzitim rovnice (2.108) dostaneme

, 2
[E(w)l = == Vs +ye (2.123)
Podobne pre fazu prenosu vyplyva

arg[F(jw)] = ¢ = arctan Ye (2.124)

S

Treba vsak brat do tivahy, Ze funkcia tangens je periodicka a Ze faza prenosu je zaporna.

2.3.2 Odhad prenosovej funkcie

Vysledkom vyssie uvedenych postupov je ziskanie parov wy, F(jwy). Na ich zaklade sa da
identifikovat prenos systému viacerymi metédami. Spomenieme grafickti metédu doty¢nic
z Bodeho diagramu vhodnt pre hruby odhad prenosu skiimaného systému a Levyho
metédu, pri ktorej sa odhaduji priamo koeficienty hladaného prenosu.

Metéda asymptot

Tato metéda vychddza z amplitadovej frekvencnej charakteristiky systému s prenosom
v tvare

F(s) = K—— : (2.125)
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V prenose neuvazujeme komplexne zdruzené korene, pre ktoré by bolo pouzitie tejto
metddy zlozitejsie.
Amplitadova charakteristika je dana ako graf funkcie
201og |F(jw)| x logw (2.126)

a teda amplitida je uvedend v decibeloch (db). Logaritmovanim rovnice (2.125) dosta-
neme

y =20log|F(jw)] = 20log|K|— 20log|jwl’

+ i 201log

k=1

(2.127)

1 n
1+ —jw‘ — ZQOlog
Zk k=1

1.
1+ —jw
Pk

Pre zostrojenie amplitidovej frekvencnej charakteristiky, alebo pre jej analyzu, po-
trebujeme vediet, ako vyzeraju prislusné ciastkové charakteristiky jej elementov. Tieto
st dané nasledovne:

zosilnenie : K
y = 20log|K]| (2.128)
je rovnicou priamky rovnobeznou s x-ovou osou.
I-nasobny integrator : (jw)!
y = —20log|jw|' = —20llogw (2.129)

je rovnicou priamky klesajicou o 20! na dekadu.

.....

nuly z;: V tychto pripadoch plati

20logl1 =0 ak w < zg

1
1+Z—kjw‘~{ 20log|£j| =20log = ak w > 2 (2130)

y = 20log

To znamend, Ze ak w/z; sa blizi k nule, tak krivka sa priblizuje k osi 2. V opa¢nom
pripade sa krivka blizi k asymptote stupajiacej o 20 db na dekddu. Obe asymptoty
sa pretinaju v bode s frekvenciou w = zj, (rohové frekvencia). Poznamenavame, Ze
sme museli prijat predpoklad, Ze sa jedna o stabilnt nulu (z; > 0).

pol - v tomto pripade je situdcia rovnaka, ako pre nulu s rozdielom, Ze asymptota ne-
stupa, ale klesa.

Pre overenie spravnosti mozeme pouzit fazové frekvencné charakteristiky. V pripade,
ze rozdiely medzi nameranou a vypoc¢itanou krivkou st zanedbatelné, vystihuje model
vlastnosti skiimaného systému. V pripade, ze fazové charakteristiky sa znacne lisia, moze
byt pri¢inou

1. Dopravné oneskorenie, ked plati

arg(F(jw)) — arg(F(jw)) = —wD (2.131)

Cize sa rozdiel fazovych frekvencnych charakteristik v semilogaritmickom zobrazeni

exponencialne meni. Z konkrétnych hodnot rozdielu je mozné dopravné oneskorenie
p

urcit.
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102 101 100 01 102
Frekvencia (rad/s)

Obr. 2.9: Ziskanie rohovych frekvencii a zosilnenia pomocou metddy doty¢nic.
2. V pripade nestabilnych ntl sa rozdiel medzi fazovymi frekvencnymi charakteristi-

kami ustali na hodnote, ktora je zdpornym celociselnym nasobkom priameho uhla
—rm. V tomto pripade mozeme rozsirit prenos o zlomok

Fi(s) = (L_r;z) (2.132)

Prklad 2.4 Identifikdcia z Bodeho diagramu

Uvazujme amplitidovu frekvencéna charakteristiky na obr. 2.9. Okolo krivky zostrojime
asymptoty a z ich priese¢nikov od¢itame rohové frekvencie. Zosilnenie sa od¢itava z prie-
seCnika krivky s y-ovou osou. Priblizny odhad prenosu je v tvare:

(1+515)
(L+15) (14 159)

F(s)=0.1

Levyho metéda
Predpokladajme, Ze prenos systému je dany vo forme racionalnej lomenej funkcie

B(s)  bo+bis+ -+ bps™

F(s) = = 2.1
() A) - 1tas T Tans (2.133)
7 tejto rovnice vyplyva
A(jw)F (jw) = B(jw) (2.134)

Koeficienty polynémov A, B mozeme dostat, ak budeme minimalizovat sumu Stvorcov
odchyliek

N
J = Z @Zek (2.135)
k=1
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kde e, = A(jwi)F(jwr) — B(jwk) a * oznacuje transpoziciu komplexne zdruzeného ¢isla.
Ak zavedieme veli¢iny

0 = (a1,a9,...,an,b0,b1,...,bm)T (2.136)
—jwrFy, .. —(jwl)"FL 1w, (wn)™

X = : (2.137)
—jwNFn, ..., —(jwN)"Fx, 1, jwn, ..., (jun)™
Iy

v — : (2.138)
Fy

potom hodnota 6, ktord minimalizuje kritérium (2.135) sa da vypocitat podla rovnice
6 = [Re(X*X)] 'Re[X*Y] (2.139)

kde Re znaci redlnu ¢ast komplexného ¢isla.
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Kapitola 3

Stochastické metody

V predchadzajucej kapitole sme sa zaoberali identifika¢nymi metédami, ktoré vyhodno-
covali posobenie deterministického vstupného signalu na proces. V praxi vSak vzdy na
skiimany systém podsobia poruchy a ani vstupy don nie st iplne deterministické. Z tohto
dovodu sa budeme v tejto kapitole venovat metédam, ktoré bertt do ivahy rusivé signély
a chyby merania.

V prvej skupine metdd sa urcuja vlastnosti systému na zaklade pravdepodobnostnych
charakteristik vstupnych a vystupnych signalov. Tieto metddy vyuzivaji Wiener-Hopfove
vztahy.

Druhé skupina, tzv. regresné metdédy, sa snazi minimalizovat U¢inky Sumov a je za-
lozend na metdde najmensich Stvorcov.

3.1 Korela¢né metody

V tejto casti si odvodime Wiener-Hopfove rovnice analyzou linedrnych systémov vo frek-
vencnej oblasti. Tieto rovnice st zdkladom korela¢nej analyzy, ktorej vysledkom je im-
pulzné charakteristika systému. V druhom pripade ide o spektralnu analyzu, ktora pro-
strednictvom vykonovych spektralnych hustét urci frekvenény prenos systému.

3.1.1 Analyza linearneho systému vo frekvencnej oblasti

Majme spojity linedrny systém s konstantnymi koeficientmi (obr. 3.1). Odozva linedrneho
systému na ndhodny vstupny signal je ndhodny proces urceny autokorela¢nou funkciou
a vykonovou spektralnou hustotou. Pravdepodobnostné charakteristiky ndhodného vy-
stupného signalu sa daju ndjst vtedy, ak pozname charakteristiky procesu na vstupe
systému a charakteristiky samotného systému. Nasou tllohou bude néjst pravdepodob-
nostné charakteristiky ndhodného procesu na vystupe systému.

Nech u(t) je lubovolna realizicia staciondrneho ndhodného procesu na vstupe systému
a y(t) zodpovedajuca odozva systému

y(t) = /OO g(m)u(t — m1)dmn (3.1)

—o00
kde ¢(t) je impulznd funkcia systému. Tak, ako moZeme pre kazdu realiziciu pisat rov-

o1
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u(t) y(t)

e Gl

Obr. 3.1: Blokova schéma systému, ktorého prenos je G(s)

nicu (3.1), tak mozeme pisat vztah pre matematickd nadej veli¢iny y(¢) v tvare

)= [ " g fult — m)} dn (3.2)

Ak v odozve systému na jednu realizédciu ndhodného procesu na vstupe ur¢ime oka-
mihy ¢asu ¢ a ¢t + 7, potom hodnota vystupu v ¢ase t je dand rovnicou (3.1) a hodnota
vystupu v Case t + 7 je dana rovnicou

y(t+7) = /OO g(m)u(t + 7 — 12)dr2 (3.3)

— 00

Autokorelacna funkcia signalu na vystupe systému je

Ryy(r) = E{y@®yt+1)}
_ {{/Z g(rult - ﬁ)dﬁ} {/Z g(ra)ult +7 Tz)de}} (3.4)
resp.
Ry, (7) = /_O; /_O; 9(r)g(72) E {ut — m)ult + 7 — 72)} drydrs (35)
7 rovnice
E{u(t — m)u(t + 7 — 72)} = B {ult — m)u{(t — 71) + (7 + 71 — 72)}} (3.6)

vyplyva, ze
(o] (o]
Ryy(1) = / / 9(11)9(72) Ruu (T + 71 — T2)dT1dT2 (3.7)
—o0 J —oo

pricom R, (7 + 71 — 72) je autokorela¢né funkcia vstupného signalu s argumentom (7 +
T — TQ).
Stredna hodnota kvadratu ndhodného signalu na vystupe systému je

70 = Ry (0) = [ " / " g(r)g(r2) Ry — 72)idrdr (3.8)

Vykonovi spektralnu hustotu vystupnej veli¢iny systému dostaneme ako Fourierov obraz
autokorelac¢nej funkcie v tvare

Syy(w) = / Ry, (T)@_jwdT
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Vykonovt spektrdlnu hustotu Sy,(w) je mozné po vynasobeni podintegralnej funkcie
v rovnici (3.9) vyrazom (e/*™ e "IwT2)(e7I¥T1eIwT2) = 1 pisaf nasledovne

Syy(w) = / Q(Tl)ejwldﬁ/ g(2)e ¥ dry x

X/ Ruulr + (11 — mo)]e @ m=m)gr (3.10)

— 00

Teraz zavedieme nov premennd 7 = 7 + 71 — T2. Po tejto zdmene integral (3.9) je
sucinom troch integralov

Sw) = | [ atmenan| [ [ gtmerman) «

o0 —0o0
o0 . ,
X [/ Ry (7)™ 747 dT’] (3.11)
— 00
Posledny z tychto integrélov je vykonova spektralna hustota vstupného signéalu

Suu(w) = / Ruu(7)e 747 d7’ (3.12)
—0o0
Druhy integrél je Fourierov obraz vahovej funkcie ¢(t), t.j. frekvenény prenos systému
G(jw) = / g(r2)e 14T dry (3.13)

A nakoniec pre prvy integral plati
G(—jw) = / g(m)e?“™dr (3.14)

Zo vztahov (3.10) — (3.14) vyplyva, ze
Syy(w) = |G(.7w)|25uu(w) (3.15)
kde |G(jw)|* = G(—jw)G(jw).

Ked pozname vykonovi spektrdlnu hustotu Sy,(w), potom moézeme pisat stredni
hodnotu kvadratu ndhodného signalu na vystupe v tvare

y2(t) = 1 /000 Syy(w)dw = 1 /000 |G(jw)|25uu(w)dw (3.16)

s s

Podobne ako pri odvodeni autokorelacnej funkcie, pre vzajomna korelacnu funkciu
plati

Rufr) = E{uly(t+ )
- FE {u(t) {/0; g(m)u(t + 7 — TQ)dTQ}}
_ /_o; 9(m)E {u(t)u(t + 7 — 72)} drs
_ /0; 9(72) R (7 — 73 (3.17)
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Tdato rovnicu nazyvame realny tvar Wiener-Hopfovej rovnice:
o0
R.y(r) = / 9(0)Ryu (T — 0)do (3.18)
—00
Po Fourierovej transformécii prechadza do tvaru
Suy(w) = G(jw)Suu(w) (3.19)

Najcastejsie pouzivané vztahy v identifikdcii dynamickych systémov st rovnice (3.18)
alebo (3.19). Rovnica (3.15) nie je pre identifikiciu vhodna. Ak potrebujeme uréit ne-
znamu funkciu g(s) pre zname funkcie Ry, Ry, hovorime o tlohe dekonvolicie.

3.1.2 Korela¢na analyza

Model systému pouzivany v korela¢nej analyze je diskrétnym ekvivalentom rovnice (3.1)

y(t) = glk)ult — k) +v(t) (3.20)

k=0

kde {g(k)} impulzna charakteristika a v(t) je Sum. Predpokladajme, Ze vstup u je sta-
cionarny stochasticky proces nezavisly od v. Potom pre korela¢né funkcie mozeme pisat
Wiener-Hopfovu rovnicu (3.18) v diskrétnom tvare

Ryu(r) = > g(k) Ruu(r — k) (3.21)

k=0

Korela¢né funkcie mozu byt odhadnuté z merania pomocou vztahov

N —max(7,0)
- 1
Ryu(r) = — S yt+rut), T=0,£1,42,. .. (3.22)
t=1—min(7,0)
1 N-—1
Ruu(T) = N Z u(t+7m)u(t), 7=0,1,2,... Ryu(—7)=Ruu(r) (3.23)

t=1

Potom odhad §(t) moze byt urceny rieSenim rovnice

Ryu(T) = Z g(k)Ruu(T — k) (3.24)

k=0

Toto ale vo vSeobecnosti da ststavu linearnych rovnic nekonec¢ného rozmeru. Problém sa
dé4 zjednodusit viacerymi sposobmi. Uvazujme napriklad, Ze vstup u je biely Sum. Potom
vieme, ze pre jeho autokorela¢nt funkciu plati R,,(7) = 0 ak 7 # 0. Pre tento pripad sa
rovnica (3.24) zjednodusi na tvar

§(k) = Ruy(k)/Ruu(0) (3.25)
Inym pristupom je uvazovanie kone¢nej impulznej charakteristiky
gk)=0 k =M (3.26)

Tento model voldme koneénou impulznou odozvou (FIR - finite impulse response). Hod-
nota konstanty M by mala byt zvolend dostatocne velkd v porovnani s dominantnymi
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casovymi konstantami systému. Obycajne sa voli tak, aby hodnota impulznej charak-
teristiky v tomto bode neprevysSovala urcité percento maximéalnej hodnoty impulznej
charakteristiky. Rovnicu (3.24) moZeme prepisat do tvaru

M
Ryu(r) = 4(k) Run (7 — k) (3.27)
k=0

Ked sa tato rovnica prepise pre kazdé 7 dostaneme systém linedrnych rovnic

X Ry (0) ... Ry (M —1) A
Ry (0) - L 9(0)
: | =@ Fud=2) - (3.28)
Ry (M —1) o L g(M —1)
Ruu(M—1) ... R, (0)
resp. v maticovom tvare
Ryu = Ruug (329)
ziskame riesenie v tvare
9=R. R, (3.30)

Systém rovnic (3.28) mozno zovseobecnit na viac ako M — 1 vzoriek R,,,. Potom dosta-
neme preurcenu sustavu rovnic, ktoru rieSime metédou najmensich stvorcov.

g = (RZuRUu)_lRZuRyU (3.31)

Nevyhodou korelaénej analyzy je, ze matica R,,,, ktora treba invertovat, je zle podmie-
nend a vysledna impulzné charakteristika znacne skreslena.

3.1.3 Spektralna analyza

Metdda spektralnej analyzy je zalozena na vyuziti frekvenéného tvaru Wiener-Hopfovej
rovnice (3.19), z ktorého vyplyva

Suy (w)
Suu(w)

Podobne, ako v korelac¢nej analyze, aj v tomto pripade vyuzivame diskrétne tvary vyko-
novych spektralnych hustot

G(jw) =

(3.32)

N

Suu(w) = Z Ry (T)e 77 (3.33)
T=—N
N .

Suy(w) =Y Ruy(r)e 77 (3.34)
T=—N

pripade priamo dosadenim za korela¢né funkcie. Pre S, (w) plati

N N—max(7,0)

suy(w)zﬁ+1 S Y gt uwe (3.35)

7=—N t=1—min(7,0)
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Aplikovanim substittcie s = ¢ + 7 a vzfahu e /™% = ¢775“ eI dostaneme

1 N N ‘ 4
Sulw) = g7 30 Do lult)e e

s=1t=1

N N

1 —jsw jtw

= mzy(s)@ 7 Zy(s)u(t)eﬁ
s=1 t=1

= %YN(W)UN(fw) (336)
kde
N
Yy(w) = Zy(s)e*jsw (3.37)
N
Un(w) = Zu(s)e*jsw (3.38)

st diskrétne Fourierove transformécie postupnosti y(t), u(t). Analogicky pre Sy, (w) plati

1

Rovnicu (3.32) mozeme teda pisat v tvare

YN(w)
Un(w)

Gjw) = (3.40)

Jej prakticka aplikacia vsak nedava dobré vysledky. Je to sposobené tym, ze korelacné
funkcie st pre velké 7 dost nepresné. Preto zavadzame do vzfahov pre vypocet vykono-
vych spektralnych hustot tzv. frekvencné okno w(T)

N
Suy(w) = Z Ruy(T)w(r)e I (3.41)
T=—N

Medzi typické frekvenéné okné patria

1 |7|<M .
w1 (T) { 0 |r|> M (pravouhlé) (3.42)
we(T) = { (1)7 I/ m i % (Bartlettove) (3.43)
1 T
B 5(14cosiF) || <M .
ws(T) = { 5 7> M (Hamming-Tukeyovo) (3.44)

Velkost okna M je potrebné vhodne zvolit, pri¢om musi platit
e M < N,

e |Ryu(7)| < Ryy(0) pre 7 > M.
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3.2 Regresné metody

Regresna analyza je vhodna pre vySetrovanie nielen statickych, ale aj dynamickych systé-
mov. Prudky rozvoj vypoctovej techniky sposobil aj rozvoj a zdokonalovanie regresnych
metod.

V tejto Casti si vysvetlime, aké poziadavky st kladené na odhady parametrov, odvo-
dime zakladnt metédu najmensich Stvorcov v pripade statickych systémov a jej vlast-
nosti. V dalSej ¢asti sa budeme venovat identifikicii dynamickych systémov, rekurzivne;
metdde najmensich stvorcov a jej modifikaciam.

3.2.1 Poziadavky na odhad parametrov

Ak 6 je odhadnuty vektor parametrov 8, potom

nevychylenost (nestrannost) odhadu znamend, %e ak 6% je odhad urobeny na zaklade
k merani, potom pre kazdé k musi platit

E{ék} —0

konzistencia znamend, Ze pre Iubovolny vektor konstant € > 0 plati

lim Pl —e< 8" <0+¢ =1

k—o0o

navyse sa hovori, Ze odhad je konzistentny v stredne kvadratickom zmysle, ked
spliia podmienku

lim Cov (ék> =0

k—oo

vydatnost (efektivnost), t.j., ked medzi odhadom 6 a kazdym ingm odhadom @ plati
Cov (8) ~ Cov (6) >0

V skalarnom pripade je minimalny ten odhad, ktory ma minimélnu disperziu. Pri
nulovej disperzii prechadza pravdepodobnost v istotu.

3.2.2 Identifikacia statickych modelov
UvaZzujme opis systému, ktory je mozné vyjadrit v tvare
y=F(u,0)+v (3.45)

kde y[n, 1] je vektor vystupov, u[m,1] je vektor vstupov, v[n,1] je vektor aditivnych
sumov, 0(s, 1] je vektor parametrov a F je funkcia $truktiry identifikovaného modelu.
Funkcia I’ moZe obsahovat rézne funkcie u;, napr. Inu;, sinu;, u? a pod. V kazdom
pripade je F' linedrna vzhladom k parametrom 6;, ktoré maja byt identifikované. Tato
funkciu je nutné volit vopred, najcastejsie na zdklade nejakych sktisenosti.
Zakladnou metédou pre odhad parametrov je metéda najmensich stvorcov. Bola na-
vrhnutd Gaussom pre vypocet obeznych drah planét (Gauss, 1809).
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Metéda najmensich Stvorcov
Uvazujme skalarny pripad. Potom plati

y=0121+ 004+ 0z, +v=0"Tx+0v (3.46)
Hladajme tak(i hodnotu é, ktora by minimalizovala stcet druhych mocnin odchyliek

nameranych idajov od modelovanych vystupov, t.j.

l

J(0) = (yi— 0" x;)? (3.47)

i=1

Tato rovnica moze byt prepisand do vektorového zapisu

J(O) = (Y - X0)T(Y — X0) (3.48)
kde
Y1 331T
T
Y2 x
v=| 7|, x=|"71, (3.49)
U mlT

Z nulovej hodnoty gradientu funkcie (3.48) podla 8 dostaneme

(XTx)0=X"Ty (3.50)
a ak je informa¢na matica R = X7 X invertovatelna, potom

6=XxX"xX)"'xTy (3.51)

Veta 3.1 Predpokladajme, %e ndhodnd velicina y md strednid hodnotu 8T x a rozptyl o2.
Potom ndhodny proces Y md stredni hodnotu X6, kovarianéni maticu o?I. Pre odhad
6 dany vztahom (3.51) plati

1. je linearnou funkciou udajov,

2. je nevychyleny,

3. jeho kovarianénd matica je dand ako (XTX) 102,
4. je vydatny.

Dokaz casti 1-3: )
1. Z rovnice (3.51) priamo vyplyva 8 = LY.
2.

E {é} — E{(XTX)'XTY)} = (X"X)'XTE{Y} = (X"X)"'XTX0 =0
6-0=(X"X)"'XxTy —0=(X"X)"'XT(Y - X0)

E {(é —0)( - e)T} = B{XTX)'XT(Y - X0)(Y - X0)" X(XTX)"}
= (XTX)' XTI X(XTX)'o? = (XTX) o
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Veta 3.2 Uvazujme stochasticky proces Y s strednou hodnotou X6 a kovariancénou ma-
ticou 3 (kde X je znama pozitivne definitnd matica). Potom najlepsi nevychyleny odhad
pre 0 je

6= X"z 'x)'xTs ly (3.52)
Dokaz: Maticu ¥ mozeme pisat v tvare PPT, kde P je nesinguldrna matica. Ak si

definujeme novy stochasticky proces Y =P'Y potom plati £ {Y} =P 1X60=X0,
kde X = P~'X. Pre kovarian¢ni maticu procesu Y potom plati

E{Y-X0)(Y -X0"} = E{P ' (Y-X0)(Y-X0"P "}
= PP T=1

a z vety 3.1 vyplyva pre 0

6 = X'X)'X'Y=(xX"TP TP X)) X"P TP Y
(XTs'x)"'xTs 1y

Z rovnice (3.52) vyplyva aj interpreticia matice X ako vyjadrenie relativnej presnosti
nasich merani, pretoze je vlastne minimalizované kritérium

J() = (Y - X0)"s"1(Y - X0) (3.53)

Takto modifikovanti MNS pouzivame v pripade, Ze ndhodny $um v je korelovany a po-
zndme jeho kovarianént maticu. Moze sa to staf z nasledujtcich dévodov:

1. systematické chyby pri merani,

2. casové oneskorenie pri od¢itavani merani,
3. filtracia alebo extrapolacia udajov,

4. nespravny model,

5. nespravny vyber vstupnych veli¢in.

Vo vete 3.1 bolo ukézané, 7e kovarianéné matica odhadu 0 zavisi od o2. Tento rozptyl
vSak normélne nepozname, a preto ho tiez potrebujeme odhadovat. Vhodny nevychyleny
odhad ¢? je dany v nasledujicej vete:

Veta 3.3 Nevychyleny odhad o2 je velicina
62=(Y -X0)T(Y —X6)/(-s) (3.54)
kde | je pocet merani a s pocet odhadovanych parametrov

V pripade, ze ndhodné veli¢ina Y ma normalne rozdelenie, potom platia nasledovné
tvrdenia:

Veta 3.4 Odhad 0 md tiez normdlne rozdelenie, t.j. 6 ~ N(0,(XT X)) 152).

Veta 3.5 Velicina S./02, kde Se = (Y — X0)T(Y — X6) md rozlozenie x> s | — s
stupriami volnosti.
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Veta 3.6 Velicina

0 — 0;
ty = ——=——=, hy=(XTX);'

62hii

ma t (Studentovo) rozdelenie s 1 — s stupriami volnosti.

Tento vysledok sa ¢asto pouziva pre urcenie intervalového odhadu pre dany parameter.
S (1 — @)%-nou pravdepodobnostou je intervalovy odhad pre 6; dany ako

0 — t1_s.alhi6? )% < 0; < 0; + t1_g o[hu6?]? (3.55)

V pripade skiimania Statistickych charakteristik linedrnej kombinacie parametrov vy-
uzivame nasledovnu vetu

Veta 3.7 Nech ndhodnyj proces Y md strednii hodnotu X6 a kovariancni maticu o?1.
Uvazujme linedrnu kombindciu parametrov v tvare p’ 0. Potom plati

1. E{pT0} =pTo=p"(XTX) ' X"Y
2. Cov(p'0) = p’ Cov (é) p=0o’pl(XTX) p
3. 100(1 — ) %-ny intervalovy odhad p’@ je

(pTé - tlfs,asp; pTé + tlfs,asp) (356)

kde s, = \/62pT (XTX) 1p

Prklad 3.1 V polnohospodérskom experimente sa ziskali rozne vytazky trody y vzhla-

dom na rozlicné mnozstva pouzitého hnojiva u
w1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
y: 1.1 09 11 14 13 11 12 16 21 20 16 1.7

1. Ak predpokladame, Ze experimenty boli nezavislé, odvodte vSeobecné vzorce a ur-
¢ite model v tvare

yr = 0o + Orug + v

kde vg sa predpoklada, ze ma normalne ndhodné rozdelenie s nulovou strednou

hodnotou a rozptylom o2.

2. urcte 95% intervalové odhady oboch parametrov.

Postup: Model sa d& prepisat do tvaru

1
yi:[ﬁo,ﬁl] < . >+’Uk0T:]j+Uk

Odhad parametrov 6 sa da urcit podla rovnice (3.51) kde

Y1 1 T

(i 1z
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“Tx _ (1 1)
xr1 ... 2

(XTX)' = . S ( ZZ‘T? Z‘“)
Y1
(1))

6 — L <ch?2yz-—2xi2wiyi >
132 — (X @)? LY wiyi — 2o @i Doy
V nasom pripade dospejeme k vysledku 6y = 0.8864, 6; = 0.0829, pricom minimalna

hodnota ucelovej funkcie (3.48) je J,, = 0.6005.
Intervalové odhady oboch koeficientov ziskame dosadenim do rovnice (3.55)

X7y

Il
7N
8
8 -
~

1/2
650 0.6005
— 9?2 = 1.8125( — = 0.2734
10,0.005[P11Im /(I — )] 8 5(1716 10 ) 0.273
12 0.6005\/?
t10,0.005 [h22J’m/(Z — 5)]1/2 = 1.8125 <ﬁ1—0> =0.03714

Takze 95% intervalové odhady dostaneme

0.8864 — 0.2734 < 0y < 0.8864 + 0.2734 = 0.613 < 0y < 1.1598
0.0829 — 0.03714 < 6; < 0.0829 + 0.03714 = 0.04576 < 6; < 0.12004

3.2.3 Identifikacia dynamickych systémov

Budeme pracovat s identifikdciou stupniového prenosu daného vztahom

Fz)=(1-2"HZ {Ll (F—(‘S)) } (3.57)

S
Potom mozeme vyjadrif stupniovy prenos v tvare

- blZ*1+...+ban*nb
S l4az 4 tay, 2z

(3.58)

¢o odpoveda diferen¢nej rovnici

y(t) +ary(t —1) + -+ an, y(t —ng) = byu(t — 1) + -+« + by, u(t — ny) (3.59)
V redlnom prostredi treba uvazovat v tejto rovnici ndhodnu zlozku, takze

y(t) = —ary(t—1)— - —an, y(t —ng) + bru(t — 1)+ -+ by, u(t — np) + e()(3.60)

Tento model je v literattire zaoberajticou sa identifikdciou oznacovany ako ARX (pod-
robnosti vid na strane 73).
Ak zavedieme oznacenie

T
0 = (a17"')a’na)bla"')bnb)

zT(t) (7y(t - ]-)7 R *y(t - na)a u(t - 1); s au(t - nb))
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potom
y(t) = 07 z(t) +e(t) (3.61)

Tato rovnica ma tvar totozny s rovnicou (3.46) a teda sa na nu da aplikovat rovnaky
postup, ako pri identifikacii statickych modelov. Jediny rozdiel je v tom, Ze vektor z
je funkciou udajov, a preto sa podmienky pre ziskanie minimalneho, konzistentného a
nevychyleného modelu budu lisit.

Ak méame k dispozicii sibor nameranych hodnot rovnice (3.61) v tvare

y(1) = =Xy ay(l—i)+ 3570 biu(l — i) +e(1)
y(2) = =X ay(2—0)+ 300 biu(2 i) +e(2)

: (3.62)
YE) = = aiy(K — i) + S (K — )+ e(K)
kde K > n, + np a oznac¢ime
y(1) e(1)
Y - 9(12) e- 6(12) (3.63)
y(K) e(K)
—Yo cer —UYlen, U0 cee Ulop,
. jyl cer —Y2—m, Ul e ;ug,nb (3.64)
—Yx-1 --- “YK-n, UK-1 ... UK-—n,
potom plati
Y =20+te, J= %eTe (3.65)
a minimalizéciou dostaneme zndmy vztah
6=(2"2)'z"v (3.66)

Veta 3.8 V odhade (3.66) plati:

1. Odhad 6 je nevychyleny, ak strednd hodnota e je nulovd a e je nekorelovand s riad-
kami matice Z.

2. Ak E{e} =0, Cov(e) = 0’I a Z,e si nekorelované, potom
Cov (é) — o227 Z)! (3.67)

3. Ak rozptyl o? nepozndme, mozeme ho odhadovat podla vztahu

2 1

0t = (Y - ZO)T(Y — Z6), N = max(ng,n) (3.68)
Dokaz 1:
E {é} — BE{(272)'Z2TY) = E{(Z"2)"'Z" (260 + ¢)}
= 0+ (Z272)'Z"E{e} =0 (3.69)

Maticu (Z7 Z)~! nazgvame kovarianénou maticou.
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3.2.3.1 Rekurzivna MNS

V rekurzivnych (volanych aj on-line) MNS st odhady parametrov vypoéitavané rekur-
zivne v ¢ase. To znamend, ze ak pozname odhad 6(t — 1), ktory je vypocéitany z udajov
znamych do ¢asu t — 1, potom 6O(t) sa zisti pomocou nejakej jednoduchej modifikacie

ot —1).
Rekurzivne metédy maja nasledujtice charakteristické ¢rty:

e S vyznamnou castou adaptivnych systémov, kde dand akcia je zalozené na aktu-
alnom modeli.

e Ich poziadavky na pamiit pocditac¢a st velmi malé, pretoze nevyzaduji uchovanie
vsetkych nameranych tdajov.

e St lahko modifikovatelné pre spracovanie idajov v redlnom case a pre meniace sa
parametre.

Pre lepSie pochopenie odvodenia rekurzivnej identifikac¢nej metédy uvazujme nasle-
dujtci priklad.

Prklad 3.2 Uvazujme model v tvare
y(t) = a+e(t)

kde e(t) je porucha s rozptylom 1. Je Tahké ukdzat, ze odhad parametra a v zmysle
najmensich stvorcov je dany ako aritmeticky priemer vSetkych merani

Tato rovnica moZe byt prepisand nasledovne

[}jmn+yu>

= a(— 1)+ ;ly() - ot~ 1)

Q>
—~
~+

~—
Il
~ | =

_ %[(t —1a(t —1) + y(t)]

Vysledok teda naznacuje, ze odhad parametra v ¢ase ¢ je rovny odhadu v ¢ase t — 1 plus
korekény ¢len. Korekény ¢len je imerny odchylke predikovanej hodnoty a(t — 1) od toho,
¢o sa nameralo v ¢ase t, ¢ize y(t). Faktor imernosti je 1/t, ¢o znamen4, Ze velkost zmien
sa bude so zvySujicim sa ¢asom zmensovat, pretoze sa hodnota a(t — 1) bude priblizovat
ku skutocénej hodnote a.

Podobne sa da ukazat, Ze kovarianénad matica je dand ako P(t) = 1/t a aj tento vzfah
moze byt prepisany rekurzivne

_ P(t-1)
Pt) = 1+ P(t—1)

Pri odvodeni rekurzivnych metéd mé velka délezitost lemma o inverzii matice - Wood-
buryho identita.

Veta 3.9 Nech plati M = A+ BC~'D. Za predpokladu, Ze matice A,C si reguldrne,
potom

M'=A"1'-A'B(DA'B+C)'DA™! (3.70)
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Dokaz: Potvrdenie, ze tato lemma plati, dostaneme nasledovne. Vynasobime celt rovnicu
zlava maticou M a dostaneme

MM = (A+BC 'D)A'-A'B(DA'B+C)'DA™|
= I+BC 'DA'-(B+BC 'DA'B)(DA'B+C) 'DA™!
= I+BC'DA'-BC Y(DA'B+C)(DA'B+C)'DA™!
I

Odvodenie lemmy o inverzii matice je nasledovné. Uvazujme

. (A B\ ' (P P
X <—D c) ~\ Py P, (871)

KedZe plati X P = I, roznasobenim dostaneme

AP, +BP; = I, AP,+BP,=0 (3.72)
—DP,+CP; = 0, -DPy,+CP,=1I (3.73)

Predpokladédme, ze A, C s regularne matice, ktoré je mozné invertovat. Potom plati

P; = C’il.ljpl7 P, = 7A71BP4

P, = [A+BC'D|"', P, = [C+DA'B]" (3.74)
Tiez plati PX =TI a teda
P A-P,D=I=P,=A"'4+P;DA™! (3.75)
Porovnanim poslednych troch rovnic dostaneme ziadany vysledok.
Ak budeme uvazovat C =1, B = b, D = b”, potom dostaneme nasledujtci vztah
M1'=A+bb") ' =A"1-Ab(b"A b+ 1)"TA! (3.76)

kde vnutornd matica, ktora sa m4 invertovat, je iba ¢islo.

Pri odvodeni RMNS predpokladajme, %e pozname odhad parametrov v ¢ase ¢ ozna-
ceny ako 6(t) a kovarianént maticu P(t) = (Z*(t)Z(t))~". Nasou tlohou je odvodit
rekurzivne vztahy pre 6(t + 1) a P(¢t + 1). Ak mame meranie v ¢ase t + 1, potom

Y(t+1) = (yéff)l))

Z(t+1) = ( zTi(i) 3 ) Z"t+1)=( ZT(@t) =z2(t+1))
Pre kovarianént maticu P(t + 1) plati
Pit+1) = (Z't+1)Z{t+1) " (3.77)
_ [( ZT(@) x(t+1) )( zTi(i) ) )] 1 (3.78)
— [Z"WZ(1t) + 2t + 1)+ 1)) 3.79)
— [P 42+ 12"+ 1) (3.80)

Pouzitim lemmy o inverzii matice dostaneme

Pt+1)=P@t) - Pzt + DTt +1D)P#)z(t +1) + 1] 12Tt + 1)P(t) (3.81)
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Ozna¢me v(t + 1) = [2T(t + 1) P(t)z(t + 1) + 1] L. Z toho vyplyva vztah
Yt+1)=1—~t+ D)zt +1)Pt)z(t + 1) (3.82)

ktory vyuzijeme pri odvodzovani vztahu (3.84).
Celkovo pre aktualizaciu P plati vztah

P(t+1)=P(t) -yt +1)Pt)z(t + 1)z (t + 1) P(t) (3.83)

Odvodenie pre novy odhad parametrov O(t 4 1) je analogické a vyuziva vztahy (3.82),
(3.83):
6,1 = PHt+1)ZTt+1)Y(+1)
= Pit+1)( 2T(t) =2(t+1)) ( y(it’f)l) )
= P+ DZT®)Y )+ z(t+ Dyt +1)]
= [P(t)—~(t+1)Pt)z(t+1)2T(t +1)P(t)] x
[ZT(0)Y (t) + 2(t + Dy(t + 1)]
= 6(t) —y(t+1)P(t)z(t + 1)2"(t + 1)O(t) + P(t)z(t + 1)y(t + 1)
- —(t+ )Pzt +1)2zT(t+1)P (t)z(t+ Dy(t+1)
= 0(t)—y(t+ 1Pzt +1)2T(t+1)0 (t)
+P( Yz(t+ D1 —~(t+ D)2zT (t+ 1) Pt)z(t + Dyt + 1)
= 00t)—y(t+ 1Pzt + 12T (t+1)0(t)
+7(t DP(t)z(t+1)y(t+1)
= Ot)+yt+ )Pzt + Dyt +1) — 2Tt +1)8(1)] (3.84)

Formalne mozeme zapisat rekurzivnu metédu najmensich Stvorcov nasledovne:

(t+1) = ylt+1)—=2"(t+1)0(t)

t+1) = Q+2"t+1)P)z(t+1)]"

(t+1) = ~H(t+1)Pt)z(t+1) (3.85)
( ) P(t) -yt +1D)P#t)z(t+ 12T (t +1)P(t)

( ) O(t) + Lt +1)e(t +1)

Kazdy rekurzivny algoritmus musi mat dané poé¢iatoéné podmienky. V nasom pripade
potrebujeme pociatoéné podmienky pre 6(0) a P(0), kde P(0) mozeme chapat ako neur-
ditost odhadu é(O) Pochopitelne, Ze oba parametre maji vplyv na konvergenciu RMNS.
Ako ukdZeme nizsie, minimalizované kritérium nie je v tvare (3.47), ale je dané ako

t+1

Je1(6) = [0 — 6(0)]"P~1(0)[0 — 6(0)] + Z[y(i) — 2" (1)) (3.86)

Ako vidime, ku klasickému vyrazu daného druhym ¢lenom kritéria je pridany ¢len za-
hinajuci efekt nenulovych pociatoénych podmienok. Na to, aby bol jeho vplyv minima-
lizovany, volime obvykle 8(0) = 0 a P(0) = cI kde ¢ je nejaké velka konstanta, napr.
10° — 10%0.

Pre uplnost uvedieme dokaz vysSie uvedenych tvrdeni.

Veta 3.10 Minimalizdcia kritéria (3.86) vedie k rovniciam (3.85)
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Dokaz: Kritérium (3.86) mozeme prepisat do vektorového tvaru

Jer1(8) = [6—-6(0)]"P~(0)[0 - 6(0)]
+[Y(t+1)-Zt+1)0T[Y(t+1) - Z(t+1)6] (3.87)

Jeho minimum sa ziska polozenim parcidlnej derivacie podla € rovnej nule a dostaneme
ZT(t+1)Z(t+1)+ P 10)]0 =P 0)0(0)+ ZT(t + )Y (t+ 1) (3.88)

KedZe na zdklade merani do ¢asu t + 1 ziskame hodnotu (¢ + 1), plati
Ot+1)=[ZTt+1)Z({t+1)+ P7H0)][P~10)6(0) + ZT (t +1)Y (¢t + 1)](3.89)

Postupnou rekurziou rovnice (3.80) dostaneme vztah

Plt+1)=P 1 0)+ZT(t+1)Z(t+1) (3.90)
takze pre odhad parametrov @(t + 1) plati
6t+1) = Pt+1)[PH0)80)+ ZT(t+1)Y(t+1)] (3.91)
= P+ 1)[PH0)(0)+ ZT )Y (t) + z(t + 1)y(t + 1)] (3.92)
Vztah (3.89) posunuty do ¢asu ¢ je dany ako
6(t) = P(t)[P~1(0)(0) + ZT ()Y (t)] (3.93)
takze vztah (3.92) mozeme prepisat na
O(t+1)=Pt+1)[PL)O(t) + z(t + 1)y(t + 1)] (3.94)
Dosadenim za P~(t) z rovnice (3.80) dostaneme
t+1) = 0:(75) —Pt+D[z(t+ 12Tt +1)0() + z(t + Dy(t + 1)] (3.95)
= O(t)+ P(t+ 1)zt + et +1) (3.96)

Vidime, ze tento vztah by bol ekvivalentny s poslednou z rovnic (3.85), ak by platilo
P(t+ Dzt +1) =t + )P(t)2(t + 1) (3.97)
Ak dosadime za P(t + 1) z rovnice (3.83), dostaneme

[P(t) —~y(t+1)Pt)z(t + )27 (t + 1) P(t))z(t + 1)
Y+ )Pzt + 1)1+ 2" (¢ + 1)P(t)z(t + 1)]

Fyt+1)P(t)z(t+ 1)
P(t)z(t+1) (3.98)

Vyraz v hranatych zatvorkach nie je ni¢ iné, ako y~1(¢ + 1), ¢im je cely dokaz ukonceny.

3.2.3.2 Identifikovatelnost modelu

Identifikovatelnost modelu opisaného diferenénou rovnicou a odhadovaného rekurzivnou
metédou najmensich Stvorcov zavisi od invertibility kovariancnej matice a pochopitelne
od typu vstupného signalu u(t). KedZe plati

Pt =) z(i)2" (i) (3.99)

i=1

vidime, Ze tdto matica bude v najlepSom pripade invertovatelnd, ak ¢ > n, kde n je
dimenzia vektora udajov z(t). Tato nerovnost je vSak iba nutnou, ale nie postac¢ujicou
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podmienkou, kedze vektor z(¢) nemusi byt tzv. identifika¢ne vydatny. Pre lepsie pocho-
penie uvazujme triedu FIR modelov (vid strana 73), kde sa uvazuje model v tvare

n

y(t) =Y boult —i) + e(t) (3.100)

i=1
Vektor parametrov a tdajov st potom v tvare

07 = [b1,...,b,) (3.101)

2" = u(t—1),...,u(t—n)] (3.102)

Porovnanim s (3.99) dostavame podmienku pre identifikaéna vydatnost vstupu u(t):
Vstup u(t) je identifikacne vydatny rddu n, ak plati

t+1
koI > Z[u(kz — 1), ulk—n)ulk —1),...,u(k —n)]T > koI (3.103)
k=t

kde k1,k2 > 0 al je kladné celé ¢islo (z nutnej podmienky vyplyva | > n).
Moézeme teda tvrdit nasledovné:

Veta 3.11 RMNS pre FIR systém (3.100) konverguje k 6 ak
1. wvstup u(t) je identifikacne vydatny rddu minimdine n.

V pripade ARX modelu opisaného rovnicou (3.60) v tvare

y(t) = — Z aiy(t —i) + Z biu(t — i) + e(t) (3.104)

st podmienky konvergencie parametrov komplikovanejsie. Ich dokaz moZno néjst napr.
v Goodwin a Sin (1984).

Veta 3.12 RMNS pre ARX systém (3.104) konverguje k 6 ak
1. polynomy A, B si nestdelitelné,
2. systém je stabilny,
3. wstup u(t) je identifikaéne vydatny radu minimdlne 2n.

Vo vseobecnosti, odhady parametrov pomocou metddy najmensich stvorcov, pre ktoré
boli doteraz uvedené postupy, je mozné pouzit iba pre stabilné systémy. Toto bolo uvedené
aj v predchiddzajicej vete. Vyplyva to z faktu, Ze vstup u(t) musi byt identifikacne
vydatny. Pre nestabilné systémy by sa teda dalo navrhnat, aby bol identifikovany systém
najprv stabilizovany nejakym regulatorom. Podmienka identifikac¢nej vydatnosti ale nie
je splnend v pripade uzatvoreného regulacného obvodu, kedy je w(t) generované ako
linedrna kombinacia vektora udajov z(t), ¢ize

u(t) = —Kz(t) (3.105)

Z uvedeného vyplyva, Ze v uzatvorenom regulacnom obvode definovanom zakonom riade-
nia z predo§lého vztahu, nie je isté, Ze bude zaruc¢end konvergencia parametrov. Konver-
genciu ale mozeme zarucit pridanim externého signédlu do URO, ktory bude dostatoc¢ne
identifika¢ne vydatny. Presnejsie je to uvedené v nasledovnej vete:
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Veta 3.13 RMNS pre systém (5.104) konverguje k 6 ak
1. polynomy A, B si nesudelitelné,

2. wvstup u(t) je generovany pomocou spitnej vizby v tvare
u(t) = —Kz(t) +v(t) (3.106)
3. externy signdl v(t) je identifikacne vydatny radu minimdlne 4n.

3.2.3.3 Metéda pomocnych premennych

Odhad parametrov podla rovnice (3.66) moze byt pisany aj v tvare
N “Irnw
0 = [Z z(t)zT(t)] [Z z(t)y(t)] (3.107)
t=1 t=1

Pre odchylku 6 — 6 plati

—1

6-6= li z(t)zT(t)] li z(t)e(t)] (3.108)
t=1 t=1
Ak by mal byt odhad 6 nevychyleny, potom musi platit
E{z(t)e(t)} =0 (3.109)
Zakladnou myslienkou metédy pomocnych premennych je zmenit vektor adajov z(t)

tak, aby nebol korelovany s e(t). Jednym zo spdsobov, ako to zarucit, je zadefinovat
namiesto neho vektor pomocnych premennych £ tak, aby

3 Eelt) = 5 S €M) — =16 = 0 (3110)

Pre odhad parametrov potom plati

6= [Z s<t>zT<t>] [Z s<t>y<t>] (3.111)

Existuju rozliéné sposoby pre vyber vektora €. Najcastejsie sa uvazuje ako (filtrovany)
vektor minulych vstupov do systému v tvare

ET(t) = [u(t — 1), u(t —2),...,u(t — ng —np)] (3.112)
Pre rekurzivnu metédu pomocnych premennych potom plati

y(t+1) = [1+2Tt+1)PH)EE+1)7!
Lit+1) = ~t+1)P@)EE+1) (3.113)
Pit+1) = P@t)—~vt+1DP@R)EE+ DTt +1)P(1)
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3.2.3.4 Modifikicie zdkladnej rekurzivnej MNS
V rovnici (3.80) bolo ukdzané, ze aktualizdcia kovarianénej matice je zalozena na rovnici
Plt+1)=P 1 (t)+2z(t+ 1)2"(t + 1) (3.114)
Tento vzorec sa da zovSeobecnit do tvaru
Prt+1) = MOP ) + )zt + 12T (t+1) (3.115)

kde 0 < A1(t) < 1,0 < Xo(t) < 2. Poznamendvame, Ze A1, A2 maji prave opacny efekt. Ay
zvacsuje kovarianént maticu a As ju zmensuje. Tato tprava vedie tiez k zmene vypoctu
~v(t+ 1) a teda aj zosilnenia identifikdcie L(t + 1).

Rekurzivny vzorec pre vypocet kovarian¢nej matice je potom dany

1
v(t+1) M)+ 2T+ P02+ 1) (3.116)
Pit+1) = %(t) [P(t) —y(t+1)P(t)z(t + 1)z" (t + 1) P(t)] (3.117)

Rozli¢né hodnoty \; potom vedu k réznym identifika¢nym algoritmom

klesajiice zosilnenie: ak \; = Ay = 1, potom zosilnenie klesd a kovarianéna matica
narasta. Tento typ je vhodny pre identifikiciu stacionarnych systémov.

konStantné exponencialne zabudanie: ak \; < 1, Ao = 1. Typické hodnoty pre \;
st medzi 0.95 az 0.99. Tomuto nastaveniu zodpoveda kritérium

t
J(t)=> A 'e (3.118)
1=1

Efekt A1 spociva v postupnom zabtidani starsich iidajov, pricom najvicsia vaha je
na poslednom merani. Tento typ identifikacného algoritmu je vhodny v pripade, ze
sa parametre systému menia pomaly.

stipajice exponencialne zabtudanie: V tomto pripade je A\a = 1 a exponencidlne
zabtdanie \; je dané vztahom

A(t) =Xt —1)+1— X (3.119)
a typické pociatocné hodnoty stu
A1(0) = Ao € (0.95,0.99) (3.120)

Takto zvolené exponencialne zabtidanie sa asymptoticky blizi k 1 a teda pociatoéné
data st zabudnuté.

Tento typ identifikdcie sa pouziva najméi pre stacionarne systémy, pretoze zabra-
nuje prili§ rychlemu znizovaniu zosilnenia na zaciatku a ma za nasledok rychlu
konvergenciu, ak st odhady parametrov vo velkej vzdialenosti od optimalnych.
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premenlivé exponencialne zabtidanie: V tomto pripade je A2 = 1 a exponencidlne
zabudanie \; je dané vztahom (Fortescue et al. (1981))

M (t) =1 — ky(t)e(t) (3.121)

kde konstanta k£ ma byt malé kladné ¢islo (napr. 0.001).

V tomto pripade pracuje algoritmus anasledovne: Ak sa identifikovany systém
zmeni, €2 sa zvysi a spdsobi zniZenie hodnoty \;. Starsie idaje sa teda budu rjch-
lejsie zabudat. Ak € klesne, \; sa opif priblizi k hodnote 1 a miera zabtdania sa
Znizi.

konstantna stopa: V tomto pripade st \; volené tak, aby bola zachovana konstantna
stopa kovarian¢nej matice

trP(t+ 1) = trP(t) = ng (3.122)

kde n je pocet identifikovanych parametrov a g = 0.1 — 4 je pociato¢né zosilnenie.

Tento sposob je vhodny pre sledovanie systémov s parametrami meniacimi sa v ¢ase.

konstantné zosilnenie: V tomto pripade je Ay = 1,A\2 = 0 a teda pre kovariancnu
maticu plati

P(t+1) = P(t) = P(0) (3.123)

Tento algoritmus sa pouziva pre identifikaciu systémov s malym poc¢tom parametrov
(< 3), ak nie je Sum merania vyrazny. Identifikicia parametrov je vo vSeobecnosti
pomalsia, ale algoritmus je jednoduchs$ie implementovatelny.

Okrem toho sa pouzivaji aj kombindcie uvedenych pristupov, napr. ked sa spaja kon-
Stantna stopa kov. matice s roznym spdsobom zabudania. Tieto postupy st vhodné pre
odhad ¢asovo zavislych parametrov, ak nemame pociatocné informacie o parametroch.

Rekurzivne metédy so zabudovanym exponencidlnym zabudanim maju jednu nevy-
hodu. Ak metéda nedostane dlhsi ¢as nové informacie (z(t + 1) = z(¢)), moze sa staf,
Ze kovarian¢né matica nebude pozitivne definitna a algoritmus sa zrtti (bursting effect).
Vo vSeobecnosti sa preto doporucuje sledovat, ¢i stopa kovariancnej matice nie je prilis
velk4.

Na zaistenie stability bola vyvinutd metéda so smerovym zabtdanim, ktora zabuda
iba v tom smere, v ktorom prisli nové informacie (Kulhavy a Kérny, 1984). Rovnice
popisujtice tiato metédu st nasledovné:

r(t) = z(t+1)TPH)z(t+1) (3.124)

Lit+1) = %;(j)l) (3.125)
S NI

B(t) = {il(t) =0 atrggzg (3.126)

P(t)z(t+ 1)z(t+1)TP(t)
BE)~ +r(t)

Dalsi pristup k zlepSeniu chovania spoc¢iva v priamej modifikacii kovarian¢nej matice
P. Je zrejmé, Ze na jej hlavnej diagonéle sa nachddza informécia o rozptyle (neurcitosti)

P(t+1) = P(t)— (3.127)
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jednotlivych parametrov. Preto sa v pripade ¢asovo premennych parametrov moze zvacsit
ich rozptyl a tym aj zrychlit adaptaciu na nové podmienky.

P(t+1)=P(t+1)+dI (3.128)

kde § < 0.01.

Inou moznostou tprav RMNS je identifikdciu selektivne vypinaf, ak st odhady pa-
rametrov spravne. Podobne, ako v pripade premenlivého exponencidlneho zabtudania, je
sledovand velkost predikénej chyby. Ak je vo vhodnom intervale, parametre sa menit
nebudu. Definujeme si preto parameter «

a(t) = { (1) ?faz(t)g(t) >e >0 (3.129)

kde parameter ¢ je malé kladné ¢islo. Potom v rovniciach (3.85) pouzijeme modifikované
vztahy

P(t+1) = P()—a(t+1)y(t+1)P)z(t + 1)2"(t + 1)P(1) (3.130)
O(t+1) = O(t)+a(t+1)L(t+ et +1) |

Takto sa zabezpedi, ze kovarianénd matica a odhady parametrov sa nebudi menit, ak je
vystup z procesu v dobrej zhode s vystupom z modelu.

Pre spravne pouzivanie RMNS je dolezité korektné napliianie vektora tdajov z. Ak
by sme napriklad chceli identifikovat systém s prenosom

. blz_l + 522_2
T 14 a1z 4 agz2

F(z)

potom je vektor idajov dany napriklad
21 (t) = [~y(t = 1), —y(t — 2),u(t —1),u(t - 2)]
v kazdej peridde vzorkovania. Vektor parametrov k nemu prislachajici je v tvare

0= [a1;a2;b1;b2]

Faktorizacia kovarianénej matice Nevyhnutnou operaciou pri MNS je inverzia po-
zitivne definitnej matice Z7 Z. Tato inverzia sa neodstrani ani v pripade priebeznjch
algoritmov a realizuje sa pomocou lemmy o inverzii matice. Pri numerickych vypoctoch
sa vSak Casto moze staf, ze po urcitom case sa vplyvom nepresnosti a zaokrihlovacich
chyb nedodrzi pozitivna definitnost kovarian¢nej matice a identifika¢ny algoritmus diver-
guje.

Preto sa v identifika¢nych algoritmoch rozklada (faktorizuje) kovarianéna matica ako
produkt dvoch alebo troch matic. Identifika¢né algoritmy potom pracuju priamo s tymito
maticami a tak zabezpecuju pozitivnu definitnost pdévodnej kovarian¢nej matice.

Prvy spdsob je pomocou dekompozicie v tvare

P=QQ", alboP=Q"Q (3.131)

Ak matica Q je dolnd (hornd) trojuholnikovd matica, potom sa jednd o Choleskyho
dekompoiciu a @ sa nazyva aj odmocninou matice P. V tomto pripade je mozné maticu
Q ziskat pomocou nasledovnych vztahov

i—1 i—1
1
Pii — Z Grir  Gij = q_ <pij Z%i%j)
k=1 =1

1 k
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Vzorce sliziace na modifikdciu matic L, P v RMNS st nasledovné
FE+1) = QTM=(t+1)
Blt+1) M+ + ffE+1D)fE+1)
w(t+1) 1/[B(t+1)+ /Bt + 1A+ 1)] (3.132)
Lit+1) = QM)f(t+1)
Qit+1) = [Q(t) —wt+ 1L (t+ I/ VAE+1)
Druhy sposob je zalozeny na UD dekompozicii matice v tvare
P=U"DU (3.133)

kde U je horna trojuholnikovd matica s jednotkami na hlavnej diagonale a D je diago-
nalna matica. Pre ich vypocet vyuzivame vzt’ahy

i—1
di = pii — Y druiy, ui = (p” Z dk“kz“k])
k=1

Vzorce pre modifikdciu vypoctu takto faktorlzovanej kovarian¢nej matice st uvedené
v literatire o rekurzivnej identifikacii (Bierman, 1977).

3.2.3.5 Modely linearnych dynamickych systémov

V tejto casti si objasnime zakladné typy diskrétnych linedrnych modelov vyuzivanych
pri identifikdcii. V prvom rade objasnime pojem ARMA procesu, na zaklade ktorého
je mozné vyjadrit Tubovolny stacionarny ndhodny signal ako biely sum prechddzajuci
linedrnym systémom. V dalSom uvedieme na zéklade rozlicnych typov Sumu niektoré
typické linedrne modely systémov. Odhad parametrov pre vsetky tieto modely je zalozeny
na minimalizacii sumy Stvorcov predikénych chyb, a preto sa v literatire tieto techniky
oznacuju skratkou PEM (Prediction Error Methods).

ARMA proces

Uvazujme staciondrny proces v(t), ktory moze byt reprezentovany ako biely Sum prechéa-
dzajuci linearnym systémom v tvare

v(t) = F(q)e(t) (3.134)
kde ¢ je operdtor posunutia (¢ 'y(t) = y(t — 1)) a F(q) je racionalna lomend funkcia
v tvare

C(a)
F(q) = m
Clq) = 1+ clq_l +den, g™
Alg) = l+ag '+ Fagqg "™
a moZeme pisaf
v(t) = —aw(t—1)—- - —a,,v(t —n,)
+e(t)+aelt—1)+--+cpe(t —ne) (3.135)

Stochasticky proces spliiujaci tato rovnicu sa nazyva ARMA. Je zlozeny z dvoch ¢asti:
AR (autoregressive), ked n. = 0

v(t) +arv(t — 1)+ 4 an, vt — ng) = e(t) (3.136)
a z MA (moving average), ak n, =0
v(t) =e(t)+cre(t—1) 4+ +cpe(t —ne) (3.137)
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ARX model Vo vseobecnosti predpokladame, ze skutoény systém je popisany dife-
rencnou roviicou v tvare

() = %u(t) (3.138)
= —ay(t—1)— - —an,ylt —ng)
+byu(t — 1)+ -+ by, u(t — np) (3.139)

Rozlicné typy modelov sa potom rozlisuji sposobom, akym sa ku systému pripaja biely
Sum.

ARX model predpoklada, ze chyba vstupuje ako biely Sum do rovnice systému (vid
rovnicu (3.60))

y() = —ay(t—1) = —an,y(t —na)
+oru(t— 1)+ + by, ult —np) +e(t) (3.140)
Vektor parametrov a vektor tdajov st teda v tvare
0" = (a1,....an,,b1,...,bp,) (3.141)
2Tt = (—y(t—1),...,—y(t —na),ult —1),...,u(t —np)) (3.142)

Model je oznacovany ako ARX, pretoze AR popisuje ¢ast A(q)y a X je extra vstup. Vo
$pecidlnom pripade, ak n, = 0 hovorime o FIR (finite impulse response) modeli.

ARX model je v identifikacii pouzivany najcastejsie, pretoze vo vektore udajov vy-
stupuju iba priamo meratelné signély a nie je potrebné niektoré veli¢iny rekonstruovat,
ako v nasledovnych metédach.

ARMAX model Tento model predpoklada, ze chyba vstupuje ako MA model, takze

y(t) = —ay(t—1) = —an,y(t — na)
+byu(t — 1)+ -+ by, u(t —np)
+e(t)+eaelt—1) 4+ +cpe(t —ne) (3.143)
Vektor parametrov a vektor tdajov su v tvare
07 = (a1,...,an,,b1,. . bpysCly e Cnl) (3.144)
zT(t) = (7y(t - ]-)7 AR *y(t - na)a u(t - 1); s au(t - nb)v
et —1),....¢(t —ne)) (3.145)

kde €(t) je predikénd chyba definovana ako
e(t) = y(t) = 9(t) = y(t) — =" (£)0 (3.146)

OE model Predpokladame, ze chyba vstupuje ako aditivny biely Sum k vystupnej
veli¢ine (Sum merania)

w(t) = —frw(t—1) == fo,w(t —ny)
+byu(t — 1)+ -+ by, u(t — np) (3.147)
y(t) = w(t)+e(t) (3.148)
Vektor parametrov a vektor udajov su v tvare
0T = (f17'-'7fnf7bl7"-abnb) (3149)

2Tt = (—wt—1),...,—w(t —ng)ult—1),...,ult —np)) (3.150)
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Vidime, ze vztahy st vo formalnom sihlase s ARX modelom. Avsak, vntitorna premenné
w(t) nie je pozorovatelnd, a preto je iba odhadovana zo vztahu

w(t) = §(t) (3.151)
Meno modelu je z anglického nazvu Output Error, ¢iZze chyba na vystupe.

Box-Jenkinsov model Zovseobecnenim OE modelu je Box-Jenkinsov model, kde Sum
na vystupe je modelovany ako ARMA proces

) = F3u®) + el (3.152)

Vseobecny model ZovSeobecnena Struktira vyhovujica pre vsetky uvedené modely
moze byt v tvare

B(q) Clg)
A t) = —=u(t) + —=e(t 3.153
(@lt) = Ty ut) + e (3.159)
Pre Specifikaciu vektora tdajov a vektora parametrov definujme nasledovné veli¢iny
B(q)
w(t) = ——=u(t 3.154
0 = Fu) (3154)
u(t) = Alq)y(t) —w(t) (3.155)
e(t) = wyt)—9(t) (3.156)
Potom modZeme pisat
07 = (a1,...,an,,b1,... by,
f17"'7fnf7cl7"'7Cnc)d17"'7dnd) (3157)
2't) = (—y(t—1),...,—y(t —na),ult —1),...,u(t —np),
—w(t—1),...,—w(t —ny),e(t—1),...,e(t —n.),
—v(t—1),...,—v(t —ny)) (3.158)

3.2.3.6 Verifikacia modelov

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat verifikdciou modelov zaloZenou na myslienke, Ze pred-
ikénd chyba je biely sum. K tomuto pripadu méze dojst iba v pripade, ak prenos iden-
tifikovaného modelu vystihuje vlastnosti redlneho procesu a ak stupne polynémov boli
zvolené presne.

Verifikacia modelu je potom realizovana vo viacerych krokoch:

1. Vytvorenie vstupno-vystupného stiboru pre identifikovany model (pouzitim tej istej
postupnosti vstupov ako pre systém).

2. Vytvorenie stuboru predikénych chyb modelu (min. 100 adajov).

3. Test na nekorelovanost predikénych chyb.
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Test nekorelovanosti. Nech €(t) je postupnost centrovanych predikénych chyb (cen-
trovand veli¢ina sa ziska odéitanim meranej hodnoty od priemernej hodnoty). Dalej sa
vypocitaja

R(0) = %262(7:) . Ru(0) = % —1 (3.159)
R(i) = %Ze(t)e(t —i) , Ru(i)= g((é)), i=1,2,3,... (3.160)

Ak je postupnost rezidui biela a pocet vzoriek velmi velky (N — oo), potom plati R, (i) =
0,7 > 0.

V redlnych situaciach sa tento pripad nikdy nestane, pretoze predikéna chyba v sebe
obycajne zahtna aj chyby zvolenej struktiry, nelinearne efekty a tiez pocet vzoriek je
obyc¢ajne relativne maly.

Preto sa pri praktickej verifikacii vychadza zo Statistickych intervalovych testov v tvare

, 2.17

Ry (0) =1, [Ry(i)] < TN (3.161)
pricom tento test bol konstruovany na zaklade predpokladu, Ze biely Sum méa asymp-
totické gaussovské rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a disperziou o = 1/ VN a
intervalovy odhad odpovedd 3% trovni pravdepodobnosti. Ak R, (i) mé uvedené gaus-
sovské rozdelenie pravdepodobnosti tak je 1.5% pravdepodobnost, ze R, (i) > 2.17/v/N
alebo R, (i) < —2.17/v/N. Ak by sme uvazovali 7% pravdepodobnost, potom by sa 2.17
zamenilo za 1.8.

Poznamky:

e Pre akceptovatelny model obycajne plati
2.17
VN

e Ak viacero Struktir modelov ma rovnaky pocet parametrov, potom vyberieme mo-
del s najmensou hodnotou |R,, (7).

| Ra(i)] <

Prilis dobra hodnota kritéria naznacuje, Ze Strukttira modelu sa moze zjednodusit.

7 praktického hladiska sa moéze pouzivat zjednodusené kritérium v tvare

IR, (i)] <0.15, i>0

V pripade, ze hodnoty predikénych chyb st velmi malé oproti hodnotdm vystu-
pov, tento test straca zmysel, pretoze v tomto pripade nemaju rezidud gaussovské
rozdelenie pravdepodobnosti.

3.2.3.7 Praktické otazky identifikacie

Odstranovanie statického posunu V metdde najmensich Stvorcov sme vzdy pred-
pokladali, Ze Sum merania mé nulovt strednit hodnotu. V praxi vSak nastava tento pripad
relativne zriedka, a preto je nutné merania modifikovat. Podla charakteru Sumu mozeme
pouzit viacero sposobov.
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Uvazujme diferen¢nt rovnicu identifikovaného systému v tvare
A" y(t) = B(z"Hult) +d(t) (3.162)

Ak by sme neeliminovali nenulov stredntt hodnotu poruchy, potom by sa identifika¢ny al-
goritmus snazil identifikovat také parametre polynémov A, B, aby predikéné chyba mala
nulova stredntt hodnotu, ¢im by nevyhnutne zavadzal systematicki chybu do koeficientov
A, B.

1. Ak d(t) = d a ustéleny stav je dany hodnotami y*, u*, potom definujeme odchylkové
velidiny g(t) = y(t) — y*, a(t) = u(t) — v® a identifikujeme model v tvare

A(="Ng(t) = B(z"Na(t) + e(t)

kde $um e(t) uz mé nulovi stredni hodnotu.
2. Ak d(t) # d, to znamend, ze porucha d(t) je ¢asovo premennd, potom ju moZzeme
eliminovat dvoma spdsobmi. Uvazujme rovnicu (3.162) v ¢ase t — 1

Az Nyt —1) = B(z Yu(t — 1) +d(t — 1)
Od¢itanim tejto rovnice od (3.162) dostaneme

AT —y(t—1) = B")(ut) —ut - 1)) +d(t) - d(t - 1)
Az"Hgt) = Bz ha(t) + Ad(t)
Za predpokladu, ze porucha d(t) sa pomaly meni, moZeme posledny ¢len zanedbat a

pouzivat inkrementéalne hodnoty vstupov a vystupov.
Tento postup sa da zovSeobecnit a nové premenné st dané vSeobecne v tvare

y(t) —y(t—1)
1+ f1271

u(t) —u(t—1)

7(t) = o

u(t) = (3.163)
kde —0.5 < f1 <0.

Druhy spdsob eliminacie ¢asovo premennej poruchy spociva v jej priamej identifikacii
zavedenim rozsireného modelu

2T = [ty —Vtony i1y S Uty 1] (3.164)
07 = Jai,...an,,b1,. .. bp,,d] (3.165)

Normalizacia signalov Signaly pouzivané ako vstupy a vystupy do redlneho objektu
maju ¢asto velmi rozdielne hodnoty. Ak by boli pouzité priamo na identifikdciu ¢i riadenie,
mohlo by to viest k numerickym problémom. Napriklad kovarianénd matica, ktoru je
nutné invertovat, by bola velmi zle podmienend. Preto sa v praxi signdly normalizuju.
Casta metéda je zvolif normalizované signaly v tvare

y'(t) = %t) (3.166)

kde 3° je ustélena hodnota danej veli¢iny. Dalsia moznost je pouzit v menovateli abso-
latnu hodnotu maxima danej veli¢iny.
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Ng + Ny

Obr. 3.2: Vyvoj rozptylu predikénych chyb ako funkcie po¢tu parametrov modelu.

Urcéenie stupniov polynémov A, B Pred samotnou identifikidciou realneho objektu
je nutné stanovit stupne polynémov n,,n, a dopravné oneskorenie D. Obycajne vy-
chadzame z Ciastocnej znalosti objektu, pripadne z hrubého odhadu modelu pomocou
neparametrickych metdd.

Odhad n,. V pripade, ze nepoznéame stupen polynému menovatela prenosu, mozeme
hodnotou je n, = 2.

Odhad ny, D. Z tedrie riadenia vieme, ze oneskorenie u systémov popisanych dife-
renénymi rovnicami je ukryté v koeficientoch polynému B, pricom je prvych D + 1
koeficientov nulovych. Ak dopravné oneskorenie nepozname, volime ho obvykle nulové.
Stupeni n, rovny dvom je dobrou pociato¢nou hodnotou.

Odhad D. Ak odhadovany citatel (polyném B) je v tvare

B=bz ' 4byz 2 4+bgz 3+
a plati

potom méZeme uvazovat by = 0 a zvysit hodnotu D. Po tomto zdsahu menime Struktiru
identifikovaného modelu a identifikujeme odznova. Potom mozeme opit testovat vztah

|b1| < 0.15|bi+1|

a opakovat cely cyklus dovtedy, kym dana nerovnost plati.

Odhad maximalnych stuptiov ng, ny. Uéelom je ziskaf ¢o najjednoduchsi model pro-
cesu, pretoze od neho obvykle zavisi zlozitost reguldtora, ale aj robustnost modelu vzhla-
dom na pracovny bod regulacie.

Jeden z pristupov odhadovania maximélnych hodnot stuptiov polynémov je Studovat
vyvoj rozptylu predikénych chyb, t.j.

N
R=E{&(t)} :%Z&(t) (3.167)

ako funkciu sic¢tu n, 4+ np. Typicky tvar tejto krivky je na obr. 3.2.

Teoreticky by mala byt tato krivka dand ako zalomend priamka najprv klesajica a
potom konstantna. Konstantny tsek indikuje, ze zvySovanie poc¢tu parametrov nezlepsuje
presnost modelu.
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Prakticky je vSak fazko presne urcit zalomenie krivky, a preto sa pouzivaju aproxi-
macné testy: uvazujme, ze k hodnote n,,n;, bola vypocitania hodnota R;. Ak zvySime
napr. stupeni n/, = n, + 1 a dostaneme hodnotu Ry, potom ak

Ry > 0.8R;

nemé zmysel zvySovat stupen n,. To isté plati pre ny.

3.2.3.8 Mnohorozmerové systémy

Uvazujme linedrny mnohorozmerovy systém v tvare

A(z"Ny(t) = Bz Hul(t) + e(t) (3.168)
kde A[n x n] a B[n x m] st polynomické matice v tvare

Az = TH+Az 4. 4A, 27" (3.169)

B(z™') = Bz '+ + B,z ™ (3.170)

Uvazujme, Ze vSetky prvky matic A;, B; st nezndme. Potom moZeme tento model pisaft
aj v tvare

y(t) = ©Tp(t) + e(t) (3.171)

kde
e () = [¥i1 —Yip iUy, (3.172)
e’ = (A, ... A, B, ... B,) (3.173)

pricom ¢ € [ngn + nym x 1] a © € [n X ngn + nym]. Poznamenavame, ze vektor udajov
je rovnaky pre vSetky zlozky vystupného vektora.
Pre lepsie pochopenie uvazujme pripad n = 2,m = 3,n, = 1,n; = 2 a matice

A, = ( ailr a2 >
az1 a2
bi11 bz biis ba11 b2z 213
B, = By =
! ( bi21 biz2 D123 >’ 2 ( bao1  baga 223 >

Potom plati

@’ (t)

[—y1,t—17 —Y2,t—1,U1,t—1,U2,t—1, U3, t—1,

u1,t727U2,t72,U3,t72]

e — a1 a2 biin bz biiz barr boia bois
az1 G2z bia1 biza biaz  baar booa  baos

Casto sa ale vyskytuje situdcia, Ze niektoré prvky identifikovanjch matic si zname.
V takomto pripade uZ tento postup nemdézeme pouzit, pretoze jednotlivé elementy vy-
stupného vektora nevyuzivaja rovnaky vektor udajov.

Rovnicu (3.171) mozeme prepisat do tvaru

y(t) = o' ()8 + e(t) (3.174)
kde

o'(t) = ') eI, (3.175)
0 = col(®7) (3.176)
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Operacia X ® Y sa vola Kroneckerove nasobenie a je definovand pre matice lubovolnych
rozmerov ako

T11 Z12 oo T1m IHY . l‘lmy
T21 X292 cee To2m Ile . I'QmY

Xevy=|. . QY = | . (3.177)
Tnl Tp2 ... Tnm Tn1Y .. TpmY

Operator col() mozeme definovat ako ziskanie stipcového vektora x transforméciou ma-
tice X ,naukladanim® jednotlivych stipcov matice na seba:

Xl
X2
col(X) = , (3.178)

Pre lepSie pochopenie uvazujme opét predosly priklad. Plati
o' () = [~yri-1la,—yos_1lo,u1 s 1I2,us4 112, uz ¢ 11,
Ul,t72I27u2,t72I27u3,t7212]
0" = [a11,a21,a12, a2,
b111, b121, b112, b122, b113, b123,
ba11, baz1, ba12, baoz, b213, baas]

V pripade, Zze by boli niektoré prvky vektora parametrov 8 nulové, stacéi iba zrusit
zodpovedajuce riadky matice ¢(t). Ak st dané elementy zndme, ale nenulové, je potrebné
oddéitat prislusné riadky prendsobené hodnotou prislusného parametra od aktudlneho
vystupu y(t) a tento pouzivat namiesto skutoéného vektora vystupov.

3.2.3.9 Parametre spojitého prenosu

Vychadzajme z diferencidlnej rovnice linearneho spojitého systému

A(p)y(t) = B(p)u(t) (3.179)
kde p = d/dt je operator derivovania a polynémy st dané ako

Alp) = ao+ap+---+ap,1p" Tt 4 p (3.180)

B(p) = bo+bip+--+bn,p"™ (3.181)

Predpokladéme, Ze systém je striktne rydzi, t.j. stupeni polynému B(p) je nizsi ako stuperti
polynému A(p).

Pri tomto postupe neuvazujeme pritomnost dopravného oneskorenia. Ak vSak identi-
fikovany proces obsahuje vyznamné dopravné oneskorenie, jeho neuvazovanie by mohlo
vyrazne znizit kvalitu identifikicie. Preto v tomto pripade je najvhodnejSie pri iden-
tifikdcii parametrov spojitého prenosu pouzivat vstupny signal oneskoreny o hodnotu
dopravného oneskorenia.

Ak by sme mali k dispozicii derivacie vstupov a vystupov, mohli by sme priamo
identifikovat koeficienty neznamych polynémov a;, b;. Tie st vSak zvyc¢ajne nemeratelné.
Preto celtl rovnicu (3.179) vydelime polynémom C(p) a dostaneme

A(p)

@y(t) = @U(t) (3.182)

Ap)ys(t) = Bp)us(t) (3.183)
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U B/A Y

1/C 1/C

s lvs

Obr. 3.3: Blokova schéma identifikdcie parametrov spojitého prenosu

kde

1 1
yr(t) = =——=y(t), ur(t) = ——u(t) 3.184
10 = Gv: ) = gl (3.184)
Vidime, Ze identifikovat parametre mozeme aj z rovnice (3.183). VSetky potrebné deri-
vécie filtrovanych veli¢in st lahko dostupné z rovnice (3.184) za podmienky, ze stuperi

.....

rovnaké a polyném C' v tvare
C(p) = (1+ cop)™ (3.185)

kde cg je ¢asové konstanta filtra a jej hodnota by mala byt nizSia ako hodnota ITubovolne;
¢asovej konstanty polynému A.

Ak budeme uy a ys a ich derivacie merat v periédach ¢, potom moézeme definovat
identifika¢ny problém nasledovne

" = 0Tz(t) + e(t) (3.186)
0" = (ag,.-- an,_1,b0,...,bn,) (3.187)
2T = (g =y gy, ™) (3.188)

Blokova schéma tohto postupu je znazornend na obr. 3.3.
Poznamendvame, Ze je rovnako mozné odvodit postup identifikicie spojitého systému
s jednotkovym koeficientom ag. Model s a,, = 1 je vSak vhodnejsi pre tucely riadenia.

Prklad 3.3 Uvazujme identifikaciu spojitého systému 2. radu v tvare
i+ a1y + apy = bou + b1t

Zavedme si filter 2. radu
C(p) = (14 cop)?

a filtrované veliciny
Cyr=y, Clpus=u

Ak si tieto rovnice rozlozime do stavového tvaru dostaneme

T1=Yp Ty =Yy L1 =T f2:(y*x1*200$2)/03
T3 =Uf Tg=TUy T3=mTy s = (u *13*200394)/0(2)
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Popis systému je teraz dany ako

iy —aoys — a1y + bouy + briy
= —aor1 — a1x2 + boxs + b1y
a teda
0T = (a())al)b())bl)

z - (_xl,_xQ,xs,Izl)

81
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Kapitola 4

Filtracia idajov a odhad stavu

4.1 Filtracia nameranych uadajov

Cislicovy poéitac¢ posobi v regulaénom obvode ako diskrétny ¢len. To znamend, e pocitad
snima a vysiela udaje v diskrétnych ¢asovych okamihoch. Do popredia sa dostava otéazka,
ako eliminovat v tychto diskrétnych okamihoch mozny Sum a ziskat spravny odhad mera-
nej veli¢iny. Uvadzame tu spdsob podla Hebkého (1984). Metéda vychddza v regresného
vyrovnania viacnasobnych vzoriek nameranych pocas kazdej periédy vzorkovania.
Uvazujme, ze skutocna hodnota meranej veli¢iny y je namerana s urcitou chybou

2(t) = y(t) +v(t) (4.1)
kde v(t) je nezndmy Sum, o ktorom predpokladdme, Ze mé nulovi strednd hodnotu.
Veli¢inu 2z snimame v kazdej peridde vzorkovania n-krat, pricom poloha vzoriek 21, ..., 2z,

je v periéde vzorkovania Iubovolnd, ale v kazdej periéde rovnaka.
Veli¢ina y(t) sa filtruje linearnou zavislostou

y(t) = 0o + 01t + <(t) (4.2)
kde ¢ je chyba aproximécie. Pre snimant veli¢inu z potom plati
zi = O0g + O1t; +w; = GTzi + w; (43)

kde 07 = (6y,01) a 2l = (1,t;). Vektor 8 reprezentuje vektor identifikovanych paramet-
rov, ktoré treba v kazdej periéde vzorkovania odhadntt na zdklade nameranych hodnot

21, ..., 2n. Pouzijeme metédu najmensich stvorcov, ktord v tomto pripade minimalizuje
funkciu
n
s 2
minJ = E w; (4.4)
i=1

Takto definovany problém sme uz riesili v priklade 3.1, kde bolo ukazané, Ze minimalizacia
nasej ucelovej funkcie vedie k nasledovnym vztahom

21 1 4
29 1 ¢

Yy = . oXxX=| . (4.5)
Zn 1 tn
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_ 1 SN2 =St
XTX 1 = M= ? v 4.6
X e s ) (0
T _ _ >z
xTy = D_(Ztizi) (4.7)
. 1 SNz =St > tiz
0 = MD= ——— L 4.8
nZt?—(Zti)2< ny tizi— > tiy. % (48)
Odhad vystupnej veli¢iny v ¢ase ¢, (¢o moze byt aj (n + 1)T;,) vyjadrime ako
ye =0Tz, 2I'=(1,t,) (4.9)
Po dosadeni do rovnice (4.8) dostaneme
Yye=D"Mz,=D"f f=Mz, = < ? ) (4.10)
2

Hodnoty f1, f2 st dané iba ¢asovym rozlozenim vzoriek v periéde vzorkovania a nezavislé
od nameranych udajov. Preto je mozné si ich dopredu vypocitat. Dosadenim dostaneme
vysledny vztah

n n
ve=FHY zi+fay tiz
i=1 i=1

(4.11)

Velmi zaujimavy a uzitoény je pripad, ak sa z; meraju v pravidelnych intervaloch a
posledna vzorka je merand v okamihu odhadu, ¢ize plati t; —t,_1 = A, t. = t,,. Oznacme
si t; = i. Potom plati

" n(n+1) o n(n+1)(2n+1)
;z ==, Z : (4.12)
Matica M a vektor f st potom v tvare
2(2n+1) 6
M = n(n—ﬁl) n 72L—1) (413)
" n(n—1) nm+l)(n-1)
1 _2
= M< ) < 6" ) (4.14)
n n(n+1)
Vysledny odhad y,, je potom v tvare
Yn = —= Z Ry Zzzz (4.15)

V pripade, zZe v peridde vzorkovania snimame 5 krat v ekvidistantnych intervaloch, do-
staneme

(4.16)

5 5
—0.4 Z 2 + 0.2 Z iz
1=1 =1
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L

Regulator Riad. systém

I

Rekonstruktor

Obr. 4.1: Systém automatického riadenia s deterministickym odhadom stavu

4.2 Deterministicky odhad stavu

Deterministicky odhad stavu systému sa dé realizovat pomocou ,rekonstruktora®. Re-
konstruktor je dynamicky systém, ktory rekonstruuje stav deterministického systému, t.j.
systému bez vyznamnejsieho Sumu a bez vyznamnejsej chyby merania. Rekonstruktor sa
pouziva na rekonstrukciu vektora stavovych veli¢in «(¢) na zdklade nameraného vektora
vystupnych veliéin y(t) a vektora vstupnych veli¢in w(t) (Luenberger, 1971; Ackermann,
1976).

Na obr. 4.1 je ukazané ako sa vyuziva odhadnuty stav & deterministického systému
pri automatickom riadeni. x,, je vektor ziadanych stavovych veli¢in.

Vlastnosti rekonstruktora ukazeme pre linedrny deterministicky systém

d”;_ff) —  Ax(t)+ Bu(t) (4.17)
y(t) = Cuz() (4.18)

Vektor @ méa n zloziek, vektor y ma r zloziek a vektor w ma m zloziek. Predpokladame,
7e nas skiimany systém je pozorovatelny. Rekonstruktor je popisany rovnicou

= = Ad(t) + Bu(t) + Kay(t) (4.19)

Rad systému (4.19) je zhodny s radom systému (4.17). Otazka je ako volit matice A, B
a K 4, aby chyba rekonstrukcie

e(t) = z(t) — &(t) (4.20)

pri Tubovolnych zacdiatoénych podmienkach isla asymptoticky k nule.
Odpoéitanim rovnice (4.19) od rovnice (4.17) dostaneme

dzgt) = Az(t) + (A - A)e(t) + Bu(t) (4.21)
_ngit) = —A#(t) - K,Cxz(t) — Bu(t) (4.22)
9eU) _ Ae(t) + (A - A — KC)z(t) + (B - Blult) (423)
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da
U B dt I l T cC Y
A
SYSTEM
de
= <, _ It
B dt I i xr C 2.
A
Ky

Obr. 4.2: Blokova schéma lineadrneho spojitého systému s konstantnymi koeficientmi a
rekonstruktora
Ak plati
B B 4.24)
A A—-K,;C .25)
potom rovnica (4.23) nadobudne tvar
de(t) N

— = Ae(t) = (A~ KyO)e(t)

(4.26)
Chyba rekonstrukcie e(t) sa blizi asymptoticky k nule pri fubovolnych zaciatoénych
podmienkach vtedy, ked vlastné hodnoty matice A — K4C maju zéporni redlnu cast.
Toto je mozné splnit vhodnou volbou matice K.

Rovnica rekonstruktora na zéklade vyssie uvedeného teraz bude
dz(t)

= = (A~ K4C)a(t) + Bu(t) + Kay(t)

dz(t)

(4.27)
Poznamenavame, Ze matice systému vo vztahoch (4.26) a (4.27) st totozné. Rov-
nicu (4.27) moézeme prepisat do tvaru
dt

= AZ(t) + Bu(t) + Kq[y(t) — C)&(t)]

linearneho spojitého systému s konstantnymi koeficientmi a zodpovedajtci rekonstruktor
stavu.

Znalost odhadu stavu &(¢) umoziuje pouzit regulétor

u = u&(t)]

(4.28)
Navrh rekonstruktora spociva vlastne vo volbe matice K 4. Na obr. 4.2 je blokova schéma

(4.29)
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ktory posobi jednak na skutoény systém, jednak na jeho model, ktory je korigovany na
zéklade chyby rekonstrukcie.

4.3 Optimalny odhad stavu

V tejto Gasti sa budeme zaoberaf odhadom stavu, ak na systém pdsobia ndhodné vstupy.
Vysledkom bude Kalmanov filter, ktory je hlavnym praktickym vysledkom tedrie opti-
malneho odhadu. Bez straty na vSeobecnosti sa predpokladd, ze na systém posobi biely
gum. Totiz skutoény ndhodny vstup je mozné vzdy vyjadrif ako vystup linedrneho filtra,
na ktorého vstupe posobi biely sum. Optiméalny odhad stavu v Kalmanovom zmysle bol
mnohokrat publikovany, napr. v pracach (Kalman a Bucy, 1961; Kwakernaak a Sivan,

1972), atd.
Majme systém
W — A + &0 (4.30)
z(0) = zo+& (4.31)
yt) = Cltz)+n(t) (4.32)
kde

x je vektor stavovych veli¢in rozmeru n,

y - vektor vystupnych veli¢in rozmeru r,

& - vektor nahodnych procesov na vstupe systému rozmeru n,
xo - odhad zaciatocného stavu,

&o - ndhodné chyba odhadu zaciatoéného stavu,

A, C - matice konstant prislusnych rozmerov,

7 - vektor ndhodnych chyb merania rozmeru r.

Predpoklada sa, ze ndhodné procesy &(t),n(t) si Gaussove biele Sumy navzdjom
nekorelované a nekorelované so zac¢iatoCnym stavom.
Predpokladdme platnost nasledovnych vztahov:

E{E(1)} = o, E{&(t)[E(T)] i = R(t)é(t—7)
E{x(0)} = =, E {(azo —x(0))(xo — m(O)) = Py (4.33)
E{n(®)} = 0, E{n®)n]"} = Q)i —r)
Ulohou je najst optimalny odhad stavu tak, aby funkcional
T = 50e(0)— @] Py 2(0) - @
+% /t ' [(z— At)z)"R(t) (2 — A(t)x)
+Hy - CH2)"' Q™ (t)(y — C(t)z)ldt (4.34)

bol minimélny. Tento problém mdoZe byt uvazovany ako problém deterministického opti-
malneho riadenia definovanim riadenia

ul(t) = &(t) — A(t)z(t) (4.35)
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a prepisanim funkcionalu J do tvaru

7 = e - af Py fe(0) - a0
+3 / TR ut (y - C0) Q7 (0(y — Cl0w)d (4.36)

Po preformulovani tloha hladania optimdalneho stavu bude spocivat v ndjdeni takého
u(t), aby funkcional J podla rovnice (4.36) bol minimalny, pri¢om musi platit vzfah

@(t) = A(t)o(t) + u(t) (4.37)

Hamiltonian pre sformulovani tilohu optimalizacie je
1

H = 3 [W'R'u+(y—Cx)"'Q '(y— Cx)] + \"(Az + u) (4.38)
Z podmienky

OH

Y 4.

ou ~° (4.39)
vyplyva, ze

u(t) = —R(H)A(t) (4.40)
kde

\ oH T -1 T -1 T

Z podmienky transverzality pre volné x(0) a @(ty) vyplyvaji dve okrajové podmienky
pre A v tvare

x(0) = xo— PoA(0) (4.42)

Alty) = 0 (4.43)
Ozna¢me optimalny odhad a riadenie v ¢ase ¢ s tdajmi y(¢) do ¢asu ¢y pomocou

B(t/ty) . alt/ty) (4.44)

Problém filtracie je urceny optimalnym odhadom v koncovom c¢ase s danymi tdajmi do
tohoto ¢asu. Optimalny filtrovany odhad a riadenie sa oznacuje pomocou

E(tr/ty) , alty/ty) (4.45)
Optimalny odhad je dany vztahom (4.37) so zdkonom optiméalneho riadenia (4.40)
2(t/tr) = A(6)2(t/tr) — R(OA(1) (4.46)

Dalej zavedieme transformaciu
T(t/ty) = z(t) — P(t)A(2) (4.47)

pricom z(t) je vektor rozmeru n a P(t) je matica rozmeru n X n, ktoré treba urcit.
Dosadenim (4.47) do (4.46) dostaneme

2—PX—PA=A[z— P\ — R\ (4.48)
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S vyuzitim rovnice (4.41) a (4.47) rovnica (4.48) bude
£2—PX-P[-CTQ'C(z— P)\) +CTQ 'y — AT )]
= A[z—PX - RX (4.49)
resp.

Z— PCTQ_l(y — Cz) — Az

- [1‘3 + PCTQ'CP - PAT — AP — R} A (4.50)

Tato rovnica je splnend, ak plati
2 = PC'Q '(y—Cz)+ Az (4.51)
P = —PC'Q'CP+PA" + AP+ R (4.52)

Zo zatiato¢nej podmienky transverzality a transformécie (4.47) vyplyva

z(0) = wxo (4.53)
P(0) = Py (4.54)

V pripade problému filtrdcie &(t;/tr) je odhad zaloZeny na metéde najmensich stvor-
cov v Case ty, ktory je podmieneny vSetkymi datami do ¢asu t¢. Z koncovej podmienky
transverzality (4.43) vidime, zZe v Case t = ty je A(ty) = 0. Na zaklade tohoto pre dané
t¢ z transformécie (4.47) vyplyva, ze

B(tp/ty) = 2(ts) (4.55)
Filtrovany odhad je teda uréeny rovnicou (4.51), priom ¢ je vidy aktudlny cas
2(t/t) = PM)CT (1)Q (1) (y(t) — C(H)&(t/t)) + A()&(1/t) (4.56)
pricom
#(0/0) = o (4.57)

a matica P(t) je dana rovnicou (4.52). Rovnice (4.52) a (4.56) predstavuja rovnice Kal-
manovho filtra.

K(t)=P(1CT(HQ™ (1) (4.58)

je zosilnenie Kalmanovho filtra. Ak definujeme chybu odhadu

e(t) = a(t) — #(t/t) (4.59)
potom pre

pe = E{e(t)} (4.60)
plati

fre(t) = (A~ PCTQ7'C) (1), pe(0) =0 (4.61)

pe(t) je identicky nulové, a preto odhad dany rovnicami (4.52) a (4.56) je neodchyleny.
Kovariancia chyby odhadu je

Cove (t,7) = E {e(t)e’ (1)} (4.62)
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a pre t = 7 mdzeme pisaf

Cove (t,7) = Cov, (t) (4.63)
Na zdklade vyssie uvedenych vztahov sa dd velmi jednoducho ukézat, ze

Cov, (t) = P(t) (4.64)

teda P(t) je rozptylom chyby odhadu.

Poznamka 1: Kalmanov filter je mozno jednoducho rozsirit pre pripad nelinedrnych
systémov.

Poznamka 2: Existuje viac postupov na odvodenie rovnic diskrétneho Kalmanovho
filtra.

Poznamka 3: Kalmanova filtracia moéze byt vyhodne pouzitd na sekvenény odhad
neznamych, alebo neurcitych parametrov modelu.



Dodatok A

Niektoré operacie s maticami

A.1 Zaklady

e Scitanie - komutativnost
A+B=B+A
e Nasobenie
AB # BA

e Transpozicia

(A+B)" = AT+ BT
(AB)T = BTAT
e Inverzia
(AB)™' = B'Aa!
(AT)fl _ (Afl)T
1
A7 = o
Al

Pre 2 x 2 maticu A v tvare

A<Z Z), ad—bc#0

je inverzia dana ako

1 d —b
Al =
ad — be ( —c a )
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A.2 Derivacie

1. Derivécie podla skaldrnej veli¢iny. Matice A = A(t), B = B(t),C = C(t), deriva-

cia podla skalara t:

d d
d dA dB
—(A+B)=—+ — A1l
aATB =G g (A1)
d dA dB
—(ABC)=—B A— AB A2
g ABC) = G BO+ A5 O+ (A4.12)
d dA
—Al=-A1—4a"" A13
dt dt ( )
2. derivacia podla vektora = (1, ...,2,)’. Definujme si gradientovy operétor
9 9 o \"
7 = =2 A.14
ox v <8m1 axn) ( )
0 0 0
— T A.15
oxT VaT (8%1 ) ) a$7L) ( )
Derivacia skaléra ¢ podla vektora x:
dc e \"
S (el A.16
Va € (8:131 T axn> ( )
8%c
8(1}18:81
VazzTC = Va VgT €= (A17)
8%c
Ox,0x1
Derivécia vektora y = (y1,...,¥m)" podla vektora x:
611 8&21
Vayl = : : (A.18)
Oy OYm
ox ., ox,
Vex! = T (A.19)
Ve (u70) = (TouT o + (700 )u (A.20)
Ak A nie je funkciou & potom
Ve (Azx) = AT, v (xTA) = A, v.(x2TAz) = Ax + ATz (A.21)
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Ak A nie je funkciou x, A je symetrickd matica a y = y(x) potom

Ve (Y Ay) = 2(Vay") Ay (A.22)
Nech pre vSetky vektory x s redlnymi prvkami z; je splnend nerovnost

Q) =z" Az >0 (A.23)

Potom kvadratickd norma () aj matica A st pozitivne definitné (ak > 0, potom
pozitivne semidefinitné, ak < 0, potom negativne definitné).
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Dodatok B

Pravdepodobnost, nadhodné
veliCiny a procesy

V mnohych redlnych pripadoch na dynamicky systém posobia také vstupné veli¢iny, ktoré
nie st konkrétnou funkciou ¢asu. Pod ndzvom ,konkrétna funkcia ¢asu“ myslime tu
skokovii zmenu vstupnej veli¢iny, impulzna funkciu, harmonicky premennt veliéinu, atd.
Pre konkrétnu (deterministickid) ¢asovia funkciu plati, ze v kazdom ¢ase mé jednoznacéne
priradent funkéna hodnotu.

Vstupné veli¢iny dynamickych systémov mézu nadobidat v ¢ase rozne ndhodné hod-
noty. V takychto pripadoch mézeme urcit len pravdepodobnost tej, alebo inej formy
posobenia vstupov v tom, alebo inom case. Toto nevyplyva z toho, Ze pésobenie vstu-
pov je dopredu nezname, ale z toho, Ze samotna podstata realneho pésobenia vstupov je
taka, ze veli¢iny v kazdom case a proces ich zmien v Case zavisia od mnozstva réznych
veli¢in, ktoré sa moézu kombinovat jedna s druhou, posobit stcasne, alebo inak v case.
Velic¢inam, pri ktorych ku kazdému casovému okamihu je priradend nahodna hodnota
z uréitej mnoZiny moznych hodnot hovorime, Ze st ndhodné (stochastické).

Znalost zakladov tedrie pravdepodobnosti je predpokladom Statistického sktimania
dynamickych systémov.

B.1 Zakladné pojmy teodrie pravdepodobnosti

Ak budeme sktumat Iubovolny jav (skutoc¢nost, ktord nastala v dosledku pokusu), ktory
je charakterizovany urcitymi podmienkami existencie a je o nom zname, ze tento jav sa
pri splneni tychto podmienok moze, resp. nemoze realizovat, potom sa takyto jav nazyva
ndhodny. Ndhodny jav je charakterizovany pravdepodobnostou.

Predpokladajme, Ze urobime N pokusov a ze v m pripadoch sa jav A realizoval.
Pomer m /N sa nazyva relativna pocdetnost. Relativna pocetnost je experimentalnou cha-
rakteristikou ndhodného javu. Pri réznych pokusoch relativna pocetnost nadobtida rézne
hodnoty, ale pri zvéésovani ¢isla N pri pokusoch sa bude blizif k nejakej konstantnej
hodnote, ktord sa nazyva pravdepodobnost nahodného javu A pri zadanych podmien-
kach pokusu a oznac¢uje sa symbolom P(A).

Jav, pre ktory je pravdepodobnost rovné jednotke, sa nazyva jav isty a jav, pre ktory
je pravdepodobnost rovné nule, je jav nemozny. Pravdepodobnost ostatnych javov lezi

95
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v intervale
0<P(A) <1 (B.1)

Javy A a B nazyvame vylucujucimi sa javmi, ak pri danych podmienkach nie je
mozny ich stucasny vyskyt. Pre pravdepodobnosti vylucujucich sa javov A a B plati

P(AUB) = P(A) + P(B) (B.2)

Jav A sa nazyva nezavislym od javu B, ak P(A) nezdvisi od toho, ¢i nastal, alebo
nenastal jav B. Jav A sa nazyva zdvislym na jave B, ak P(A) sa meni v zavislosti na
tom, ¢i nastal, alebo nenastal jav B.

Pravdepodobnost javu A vy¢islend pri podmienke, ze uz nastal jav B, sa nazyva
podmienenou pravdepodobnostou. Oznacuje sa P(A|B).

Podmienka nezéavislosti javu A od javu B sa da napisat v tvare

P(A|B) = P(A) (B.3)

Majme dva Iubovolné javy A a B, pricom P(B) > 0. Pre podmienent pravdepodob-
nost P(A|B) javu A, ak nastal jav B, plati

P(AN B)

PUAIB) = =55

(B.4)

Tento vztah sa nazyva Bayesov vzorec. Pre nezavislé javy A a B podla (B.3) tiez plati

P(AN B) = P(A)P(B) (B.5)

B.2 Nahodné veli¢iny

Ndhodnd velicina je veli¢ina, ktord moze nadobudat akikolvek ¢iselntt hodnotu z moz-
nej mnoziny v zavislosti od vysledku pokusu. O diskrétnej nahodnej veli¢ine £ hovorime
vtedy, ak mnozina hodnét, ktoré nadobuda, je koneénou postupnostou ¢isel x1, zo, . .., 2.
Diskrétna nadhodna veli¢ina je uréend vtedy, ak st zname jej ¢iselné hodnoty, ktoré na-
dobuda, ako aj pravdepodobnost P; vyskytu kazdej z nich. Vyraz (tabulka)

L1, X255 Tn
_ B.6
£ {Pl,PQ,...,pn (B.6)
predstavuje tzv. zdkon rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnej nahodnej veliciny. Priklad
grafického znazornenia zakona rozdelenia diskrétnej ndhodnej velic¢iny je na obr. B.la.
Na tomto obrazku sa priradené k hodnotam nahodnej veli¢iny x; zodpovedajice prav-

depodobnosti P;. Nahodné veli¢ina nadobuda vSetky mozné hodnoty x; (i = 1,2,...,n).
Lahko zistime, Ze plati (nielen v tomto pripade):

> pi=1 (B.7)

Popri zdkone rozdelenia sa pouziva este ina funkcia, ktord charakterizuje pravdepo-
dobnosti jednotlivych hodnot ndhodnej veliiny. Tato funkciu oznaéime F'(z) a definu-
jeme vzorcom

F(z)= )Y P, (B.8)

x; <z
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P

0,3 = a)
0.2 I

0,1 r

Obr. B.1: Grafické znazornenie zdkona rozdelenia diskrétnej ndhodnej veliciny a zodpo-
vedajucej distribucnej funkcie

a budeme ju nazyvat distribucnou funkciou velic¢iny . Tato funkcia sa vztahuje na vsetky
redlne hodnoty z z intervalu (—oo, +00). Symbol z; < x pod znakom Y oznacduje sicet
vztahujuci sa na vsetky tie hodnoty x;, ktoré st mensie, alebo sa rovnaju ¢islu z. F(z)
je pravdepodobnostou javu £ < x, ¢o moZno zapisat:

F(z) = P(E <) (B.9)
F(z) splita podmienku
0< F(z) <1 (B.10)

Ked mnoZinu moZnych hodndt ndhodnej veli¢iny £ usporiadame tak, Ze plati: z1 < 2o <
-++ < x,, potom z definicie pravdepodobnosti vyplyva, ze F'(x) = 0 pre aktkolvek hod-
notu x, ktord spliia podmienku x < 1. Tiez plati, ze F(z) = 1 pre & > x,. Grafické
znézornenie distribu¢nej funkcie diskrétnej ndhodnej veli¢iny (obr. B.1a) je na obr. B.1b.

Hoci zakon rozdelenia charakterizuje ndhodnua veli¢inu tplne, pre praktické tcely su
treba dalSie charakteristiky vyjadrené pomocou oby¢ajnych nendhodnych &isiel. Spome-
dzi moznych ¢iselnych charakteristik nahodnej veli¢iny maju podstatnt dlohu stredna
hodnota (matematicka nadej), rozptyl a strednd kvadratickd odchylka.

Strednd hodnota diskrétnej nahodnej veliciny sa urcuje z vyrazu

p=E{{= Z%‘Pi (B.11)

Ak st vSetky hodnoty rovnako pravdepodobné, potom

1 n
p=13s (B.12)
i=1
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Pre pripad hadzania hracou kockou plati

1
123456 3.5
sz 525 TG Hag gt 6)

Vsimnime si nasledovné vlastnosti strednej hodnoty. Ak je veli¢ina Z konStantnd, potom
jej stredna hodnota je rovna Z:

E{Z}y=Z (B.13)
Konstantu Z je mozno vynat pred oznacenie strednej hodnoty:

E{z¢) = 2 B{g) (B.14)
Pre Tubovolné ndhodné veli¢iny strednd hodnota ich sti¢tu je rovnd suctu strednych hod-
not tychto velicin

E{&+n} = E{&+ E{n} (B.15)

Strednéa hodnota stc¢inu nezavislych ndhodnych veli¢in je rovna sti¢inu strednych hodnot
tychto veli¢in

E{ént = E{¢E {n} (B.16)

Ak € je ndhodné veli¢ina a u je strednd hodnota tejto veliciny, potom veli¢ina (£ —pu) je
odchylka nahodnej veli¢iny od jej strednej hodnoty. Tato odchylka je ndahodnou veli¢inou
tak isto ako sama veli¢ina &.

Rozptyl (variancia, disperzia) ndhodnej veli¢iny £ je rovny strednej hodnote kvadratu

odchylky (& — 1)
= Dlg] = B{(€ ="} = 3 (@i = 0P, (B.17)

Zatial ¢o strednd hodnota je ¢islo, okolo ktorého sa sustreduji hodnoty nahodnej
veli¢iny, rozptyl hovori o tom, ako daleko st od nej jednotlivé hodnoty rozptylené.
Rozptyl je mozno Tahko vy¢islit na zaklade vlastnosti strednej hodnoty

0% = BE{& - 26E{¢} + (E{¢})*} = E{&?} — (E{&})%, (B.18)

t.j. rozptyl sa rovna rozdielu strednej hodnoty kvadratu nahodnej velic¢iny a kvadratu
strednej hodnoty nadhodnej veli¢iny. Pretoze plati

E{&} > (B{¢})?, (B.19)
rozptyl bude vzdy kladné ¢islo, teda

o >0 (B.20)

Druha odmocnina z rozptylu sa nazyva strednd kvadraticka odchylka nahodnej veli¢iny

0= VD] = VE{E} - (E{¢})? (B.21)

O spojitej ndhodnej veli¢ine budeme hovorit vtedy, ak moéze nadobudat vSetky hod-
noty v ohrani¢enom intervale (a,b), alebo v intervale od —oo do co a ak distribuéné
funkcia F'(z) je v tychto intervaloch spojita. Distribuéna funkcia spojitej ndhodnej veli-
ciny &

Fz)=PE <) (B.22)
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F(¥)
1
F(b)
F(@)
a)
0 ab X
f(x)
b)
0 X

Obr. B.2: Priebeh distribu¢nej funkcie spojitej nahodnej veliciny a zodpovedajtcej hus-
toty pravdepodobnosti

je pravdepodobnostou toho, Ze ndhodnd veli¢ina nadobtuda hodnotu mensiu ako x. Prie-
beh distribucnej funkcie spojitej ndhodnej veli¢iny je na obr. B.2a. Pre F'(x) plati:

lim F(z) = 1 (B.23)
T—00
lim F(z) = 0 (B.24)
T——00

Pravdepodobnost toho, zZe spojitd ndhodn4 veli¢ina nadobudne urcitt ¢iselnt hodnotu
x je nekonecne malé. Pravdepodobnost toho, Ze spojitd ndhodnd velic¢ina je v intervale
(a,b) ma koneénit hodnotu a mozeme pisat

Pla<{<b)=F(b)— F(a) (B.25)
Pravdepodobnost toho, Ze spojitd ndhodné veli¢ina bude medzi hodnotami x a = + dx je
dF

Pz <{<z+dx) = %dx (B.26)

Velic¢ina
dF(x)
= B.27
fa) = =2 (B.27)

sa nazyva hustota rozdelenia pravdepodobnosti. Na obr. B.2b je priklad hustoty pravde-
podobnosti spojitej ndhodnej veli¢iny. Pre F(z) moZeme pisat

Flz) = [ " ) (B.28)

Pretoze distribu¢né funkcia je neklesajica funkcia, pre hustotu pravdepodobnosti musi
platit, ze

f(x) =0 (B.29)
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Pravdepodobnost toho, Ze spojitd ndhodna veli¢ina bude v intervale (a,b), je urcéend
plochou pod krivkou hustoty pravdepodobnosti v hraniciach zadaného intervalu a teda
mozeme pisat
b
Pla<¢<b) = / f(x)dx (B.30)
a
Ak dany interval rozsirime od —oo do oo, potom dostaneme

/_OO flz)dr =1 (B.31)

Strednd hodnota spojitej ndhodnej veliciny sa urcuje z vyrazu

=B} = [ of(s (B.32)
Nahodn4 veli¢ina moéze byt charakterizovana vztahom
B{em) = / o f(2)da (B.33)

Jedna sa o moment m-tého stupnia ndhodnej veli¢iny . Moment prvého stupria je rovny
strednej hodnote. Moment druhého stupria ndhodnej veliciny je uréeny vzfahom

E{&} = /OO 22 f(x)dx (B.34)
Centralny moment m-tého stupna ma tvar

(- = [ @ n sy (B.35)
Rozptyl spojitej ndhodnej veli¢iny £ mozno vyjadrit nasledovne

# = B{e-w) = [ i (B.36)

o? = E{&} - (£{&) (B.37)

Strednd kvadratickd odchylka je

o =\E{€} — (E{¢})? (B.38)

Normdlny zakon rozdelenia spojitej ndhodnej veli¢iny (Gaussovo rozdelenie) je taky,
ktorého hustota pravdepodobnosti sa d4 vyjadrif vztahom

L o

f(z) = e 202 (B.39)

CoV2r

kde o je stredna kvadraticka odchylka,
1 je strednéd hodnota.
Majme teraz dve spojité nahodné velic¢iny £1,& definované na tom istom pravde-
podobnostnom priestore. Je mozné zaviest pojem zdruZenej hustoty pravdepodobnosti
f(z1,22) tychto ndhodnych veliéin. Ak ndhodné veliciny &; a & st nezavislé, potom

f(z1,m2) = fi(z1) f2(22) (B.40)
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pricom fi(z1) je hustota pravdepodobnosti ndhodnej velic¢iny &;
fa(x2)  je hustota pravdepodobnosti ndhodnej veliciny &5
Podobne ako v pripade jednej nahodnej veli¢iny aj v pripade dvoch ndhodnych veli¢in
mozeme zaviest momenty (pravda, ak existujua), napriklad

By = [ [ aiessnm)dnds (B.41)

Centralny moment dvoch ndhodnych veli¢in &; a £ ma tvar
E{@ - m) -t = [ [ - m) (e - g o adnnden (B42)
}

pricom i1 = E{&}, > = E{&}.
Osobitna pozornost sa venuje kovariancii. Nech & a & st integrovatelné ndhodné

veli¢iny. Potom sa ¢islo

COV(€1,§2) = E{fl ,Ul 527N2)}
/ / (1 — p1)(ze — p2) f(x1, x2)dz1das (B.43)

nazyva kovarianciou (alebo korelaénym momentom) ndhodnych veli¢in & a &o.
Ak & a & maju koneéné rozptyly, tak cislo

Cov (&1,
(&1, &2) = Cov(tn, &) (B.44)
0102
nazyvame koeficientom koreldcie ndhodnych veli¢in &1, &o. (01 = v/ D[&1], 02 = /DI[&2]).
Nahodné veli¢iny &1, & sa nazyvaju nekorelované, ak
Cov (51, 52) =0 (B45)

Integrovatelné ndhodné veliéiny &1, & s integrovatelnym sicinom &1 &, st nekorelované
prave vtedy, ked

E{&, &)= E{&} E{&} (B.46)

Uvedené tvrdenie vyplyva z toho, ze Cov (&1,&2) = E{&1,62} — E{& ) E {6}

Ak &1, & s nezévislé integrovatelné ndhodné veli¢iny, tak st nekorelované.

Pri ndhodnych veli¢inach &1, &o, ..., &, definovanych na tom istom pravdepodobnost-
nom priestore, ktoré st prvkami vektora & = (£1,...,&,)7, sa asto pri vypoctoch obme-
dzujeme len na urcenie strednej hodnoty E {€} a kovariancénej matice Cov (£).

Strednd hodnota E {£} vektora & je vektor strednych hodnét jeho prvkov.

Kovariancénd matica Cov (€) vektora € so strednou hodnotou E {£€} je strednd hod-

nota matice (§ — E{&})(& — E{¢})7, t.j.
Cov(€) = E{( - E{&})(E - E{e)"} (B.47)

Kovarianéna matica je symetrickd kladne- (semi)definitnd matica, ktord v i-tom riadku
a j-tom stlpci ma kovariancie ndhodnych veliéin & a &;, t.j.

Cov(&,&) = E{(& — E{&H(& — E{&H)} (B.48)
Prvky matice (B.47) uréuju stupeni viizby medzi ndhodnymi veli¢inami, pricom
Cov (glv 5]) = Cov (gjv gz) (B49)

Na hlavnej diagonéle kovarian¢nej matice st rozptyly ndhodnych veli¢in &;, teda

Cov (&,&) = E{(& — E{&H(& — E{&H)}y =07 (B.50)
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Obr. B.3: Realizicie ndhodného procesu.

B.3 Nahodné procesy

Pri skiimani dynamickych systémov vznikla potreba zaoberat sa javom prebiehajicim
v Case (procesom). Ak urobime meranie nejakej fyzikalnej veli¢iny (napriklad teploty
reakénej zmesi v prietokovom chemickom reaktore s miesanim) za rovnakych podmie-
nok niekolkokrat za sebou vzdy za rovnaky cas t,,, potom vysledkom merania mézu byt
napr. priebehy znazornené na obr. B.3. Priebehy 1, 2, 3 sa navzdjom odlisuju. Zo znalosti
priebehu 1 sa ned4 dopredu ur¢it priebeh 2, priebeh 3, atd. Toto je dovod toho, Ze na-
miesto skiimania jednotlivych funkénych zavislosti je potrebné skimaft vlastnosti velkého
poctu funkcii. Ak pocet tychto funkcii (v nasom pripade nameranych zéavislosti 1, 2, 3,
...) sa blizi k nekoneénu, potom stbor tychto funkcii ddvame do stvislosti s predstavou
ndahodného (stochastického) procesu.

Pod pojmom ndhodny proces budeme rozumief mnozinu ndhodnych veliéin £(t) za-
visiacich od ¢asu. Za tcelom opisania ndhodného procesu sa rozsiruje koncept nahodnej
veli¢iny ¢ na ndhodnu funkciu £(¢). D4 sa povedaf, ze ndhodny proces je taka funkcia
¢asu, hodnoty ktorej v kazdom ¢ase st ndhodnou veli¢inou. Ndhodna veli¢ina v ndhodnom
procese nadobuda rozne hodnoty nielen v zavislosti od vysledku pokusu, ktory zodpo-
veda elementarnemu javu, ale aj v zavislosti od ¢asu. Nahodna veli¢ina, zodpovedajica
podmienkam daného pokusu a meniaca sa v ¢ase, ktora patri do mnoziny nahodnych
veli¢in &£(t), je konkrétnou funkciou ¢asu a nazyva sa realizacia ndhodného procesu.

Néahodny proces v jednotlivych pevnych okamihoch casu t1,ts,...,t, zavisi len od
elementarneho javu, a preto sa meni na nadhodnu veli¢inu s prislusnou hustotou pravdepo-
dobnosti. Z tohoto vyplyva, ze ndhodny proces moze byt uréeny siborom hustot pravde-
podobnosti, ktoré zodpovedaji spojitym nahodnym veli¢indm £(t1),&(t2), ..., &(tn) pre
okamihy casu t1,ts,...,t,. Hustota pravdepodobnosti ndhodného procesu je funkciou
¢asu a oznad¢uje sa symbolom f(x,t). Pre kazdy jednotlivy ¢as t; existuje prislusna hus-
tota pravdepodobnosti f(x;,t;).

Uvazujme okamih ¢asu ¢ a prislusnt spojittt ndhodnt veli¢inu £(¢1). Pravdepodob-
nost toho, ze ndhodnd veli¢ina £(¢1) bude medzi hodnotami z1 a x1 + dz1, je

P(x1 <&(t1) < z1 +dz1) = fr(z1,t1)dxs (B.51)

pricom f1(z1,t1) je hustota pravdepodobnosti pre okamih ¢asu t1 (jednorozmerovd hus-
tota pravdepodobnosti).
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Uvazujme dva okamihy ¢asu ¢1 a to. Pravdepodobnost toho, Ze ndhodna velic¢ina £(¢1)
bude v ¢ase t; medzi hodnotami x1 a x1 + dx; a v Case to ndhodnd veli¢ina £(t2) bude
medzi hodnotami x5 a x5 + dza, je

P(Zl § g(tl) < 1 -+ d’I‘l;l‘Q S £(t2) < T2 -+ dZQ) = fQ(SCl,tl; ZQ,tg)dlﬂldSCQ (B52)

pricom fo(x1,t1;x2,t2) je dvojrozmerovd hustota pravdepodobnosti. fo(x1,t1;22,t2) ur-
¢uje vztah medzi hodnotami ndhodného procesu £(t) v okamihoch ¢asu t1 a ts.

Zavadza sa tiez n-rozmerovd hustota pravdepodobnosti fpn(x1,t1;22,t2;. .. Zn,tn).
S pomocou n-rozmerovej hustoty pravdepodobnosti je moZné uré¢it pravdepodobnost
toho, Ze proces £(t) bude prechddzat n-bodmi s odchylkou nie viéSou ako dxq, ..., dx,.

Nahodny proces je statisticky tplne uréeny hustotami pravdepodobnosti f1, fa, ..., fn
a vizbou medzi nimi.

Najjednoduchsim typom ndhodného procesu je uplne ndhodny proces (biely Sum).
V takomto procese vsetky hodnoty nahodnej veli¢iny v jednotlivych okamihoch ¢asu st
navzajom nezavislé. Pre tplne ndhodny proces plati

fo(zr,ti; e, t2) = f(x1,t1) f(z2,t2) (B.53)
ako aj
Tn(xi,tis o, te; .0, tn) = fwn, t) f(w2,t2) - oo f (s tn) (B.54)

Na zéklade jednorozmerovej hustoty pravdepodobnosti méZzeme uréit stredni hodnotu
ndahodného procesu v tvare

oo

WO = B0} = [ it (B.55)
—o0
V (B.55) sme neuviedli index premennych hustoty pravdepodobnosti, lebo okamih ¢asu
t1 moZe byt Tubovolny.
Rozptyl ndhodného procesu moZeme pisat v tvare

DI = [ o = n(O ()i (B.56)
De(t)] = E{€2(1)} — (E {e(t)})? (B.57)

Strednd hodnota ndhodného procesu p(t) je funkciou ¢asu a je strednou hodnotou
pre vSetky realizdcie ndhodného procesu. Rozptyl D[¢(t)] hovori o tom, ako su realizicie
ndhodného procesu rozptylené vzhladom na stredntt hodnotu pu(t).

Na zéklade dvojrozmerovej hustoty pravdepodobnosti je mozné najst viizbu medzi
hodnotami ndhodného procesu v okamihoch ¢asu t; a t5. Tato viizba je urcend autoko-
relacnou (korelacnou) funkciou, ktord mé tvar

(o] (o]
Rg(tl, tg) =F {g(tl)f(tg)} = / / $1$2f2($1, t1; o, tg)dﬂ?ldajg (B58)
—0o0 —0o0
Autokovariancénd funkcia mé tvar

(t1) — u(t1))(E(t2) — p(t2))}

COVE (tl,tg) = E{(g
= [ 3 [ml - M(tl)] [mQ - M(tQ)]fQ(xh t1; T2, t2)d$1d$2 (B59)
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Pre autokorelac¢nii funkciu plati

Re(ty,t2) = Cove (11, t2) — p(ta)p(t2) (B.60)

Vzdjomny vzfah dvoch ndhodnych procesov £(t) a n(t) sa opisuje pomocou wvzdjomnej
korelacnej funkcie

Ren(t1,t2) = E{&(t)n(t2)} (B.61)
a pomocou vzajomnej kovariancnej funkcie
Covey (t1,t2) = E{(§(t1) — p(t1))(n(t2) — u(t2))} (B.62)

Za tucelom opisu Statistickych vlastnosti ndhodného procesu s normélnym rozdelenim
postacuje pouzit strednit hodnotu a korela¢nt funkciu. Vo vSeobecnosti tomu tak nie je.

Ak namiesto argumentov ¢; a ty pouZijeme v rovniciach (B.58), (B.60) argumenty ¢
a 7, potom autokorela¢né funkcia bude

Re(t,7) = E{E(4)E(T)} (B.63)
a autokovariancnd funkcia

Cove (t,7) = E{({(t) — u(t))(&(7) — u(7))} (B.64)
Ak t = 7 potom plati

Cove (1.1) = E {(€(t) — u(1))?} (B.65)

a teda Covg (t,t) sa rovna rozptylu ndhodnej velic¢iny . Casto sa pouZiva skrateny zapis
Cove (t,t) = Cove (1).

Predpokladajme teraz, ze navzdjom zavislé ndhodné procesy &1 (t), &2(t), . .., &n(t) su
prvkami vektora £(t) = [£1(t),&(t), ..., & (t)]T. Jednd sa o vektor ndhodnyjch procesov.
V pripade vektorovych nahodnych procesov sa ¢asto pri vypoctoch obmedzujeme len na
urcenie vektora strednych hodnét a autokovariancnej matice.

Majme vektor ndhodnych procesov £(t). Potom

p(t) = E{&()} (B.66)

sa nazyva vektorom strednych hodnot vektorového ndhodného procesu.
Vyraz

Cove (t1,t2) = E {(£(t1) — p(t1))(€(t2) — p(t2))"} (B.67)

resp.

Cove (t,7) = B {(&(t) — u()(€(r) — u(7))"} (B.68)

je autokovarianénou maticou vektorového ndhodného procesu &(t).
Pre autokovarianént maticu plati vztah

Cove (1,t) = [Cove (t,7)]" (B.69)

Ak ma ndhodny proces normalne rozdelenie, potom stredné hodnota a autokorela¢na
funkcia umoziiuju ziskat vSetky n-rozmerové rozdelenia. Z toho vyplyva, Ze na urdenie
Statistickych vlastnosti ndhodného procesu s normalnym rozdelenim (namiesto urcenia
vetkych funkcii f,,) postacuje pouzit stredni hodnotu a autokorela¢na funkciu.
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Pri skiimani ndhodnych procesov sa vyuziva vyraz

T
i= lim — [ &@t)dt (B.70)

i nezavisi od ¢asu a je vysledkom sledovania nejakého systému v dostatoéne velkom
¢asovom intervale. Vo vSeobecnom pripade sa vyuziva vztah

T
= lim — / RO (B.71)

-T
Pre m = 2 tento vyraz uréuje p2.

Nahodné procesy sa rozdeluju na staciondrne a nestaciondrne. V pripade staciondr-
neho nadhodného procesu vsetky hustoty pravdepodobnosti fi, fs,... f,, nezavisia od
zmeny zacCiatku odc¢itavania Casu a jednorozmerova hustota pravdepodobnosti vo vse-
obecnosti nezavisi od ¢asu t. To znamend, Ze strednd hodnota (B.55) a rozptyl (B.56) nie
st funkciou casu.

Pre mnoho staciondrnych procesov plati, Ze st ergodické, t.j. s pravdepodobnostou
rovnou jednej plati

L /_Oo zfi(x)dr=p= lim — 3 E(t)dt (B.72)

po= o = (B.73)

V praxi sa obycajne predpoklad, Ze procesy su stacionarne a ergodické.

Vlastnosti (B.72) a (B.73) ukazuju, Ze za téelom skimania Statistickych vlastnosti
stacionarneho ergodického procesu postacuje skimat jednu realizaciu ndhodného procesu
v dostato¢ne velkom ¢asovom intervale.

V pripade stacionarneho procesu dvojrozmerova hustota pravdepodobnosti fs nezévisi
od okamihov ¢asu t; a tg, ale zavisi od 7 = t5 — t1, ktory oddeluje dve ndhodné veliciny
&(t1) a &(t2). V dosledku toho autokorela¢na funkcia (B.58) moze byt napisana v tvare

Re(r) = E{E(t1)€(t2)} = /_OO /_OO T122 f2(1, T2, 7) (B.74)

Pre staciondrny a ergodicky ndhodny proces platia vlastnosti (B.72) a (B.73) a pre vyraz
E{&(t)E(t + )} mozeme pisat

E{EE(t+7)t = £@)E(E+7)
1T
= Jim o7 [ et -t (B.75)

Re(r) = lim —/ ER)Et+T1)d (B.76)

Autokorela¢nd funkcia procesu urcuje zavislost ndhodnej veli¢iny v ¢ase t + 7 od jej
hodnoty v Case t. V pripade stacionarneho ergodického nadhodného procesu autokorelacné
funkcia moéze byt vyd¢islend z lubovolnej realizécie ndhodného procesu.

Pre autokorela¢nu funkciu Re(7) plati

Re(—7) = Re(7) (B.77)
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Pre 7 = 0 autokorelacna funkcia je urc¢ené strednou hodnotou stvorca nadhodnej veli¢iny

Re(0) = E{&(t)} = €()(D) (B.78)

Pre 7 — oo autokorela¢nd funkcia bude stvorcom strednej hodnoty ndhodnej veli¢iny.
Toto sa dé Tahko ukdzat. Pre ergodicky proces plati

Re(1) =&@)E(t+7) = /jo /jo x122 f2(21, 22, T)dx1dTo (B.79)

Pre 7 — oo st £(t) a &(t + 7) navzdjom nezavislé, a preto vyuzijuc vztah (B.53), ktory
plati pre iplne ndhodny proces, dostaneme

Re(0) = [ mifados [ aaf(aa)dn = = () (B.80)
Hodnota autokorelacnej funkcie pre 7 = 0 je jej najvicSsou hodnotou a teda plati, ze

Re(0) > Re(r) (B.81)

Pre vzdjomnai korelacni funkciu dvoch stacionarne vzdjomne ergodickych ndhodnych
procesov £(t) a n(t) modzeme pisat

E{&O)n(t +7)} = &t +7) (B.82)

resp.

Ren(1) = / / w12 f2(21, Y2, T)d21dYo
= lim — g(t)n(tJrT)dt (B.83)

Majme teraz stacionarny ergodicky ndhodny proces, ktorého autokorelacnd funkcia je
Re(7). Tato autokorela¢na funkcia ndm déva informéciu o ndhodnom procese v Casovej
oblasti. T istt informéaciu o ndhodnom procese vo frekvencnej oblasti mozeme ziskat,
ak urobime Fourierovu transformaciu autokorelacnej funkcie. Fourierov obraz S¢(w) au-
tokorela¢nej funkcie Re(7) je uréeny vztahom

Se(w) = [ h Re(r)e 7 dr (B.84)

Je zrejmé, ze aj naopak autokorela¢ni funkciu Re(7) mozeme dostat pri zndmom Sg(w)
pouzitim vztahu pre spétnt Fourierovu transformdciu

Re(r) = % [ " Se(w)e T dw (B.85)

Re(7) a Se(w) st nendhodné charakteristiky ndhodného procesu. S¢(w) sa nazyva
vykonovd spektrdlna hustota ndhodného procesu. Tato funkcia mé velky vyznam pri ski-
mani transformacie ndhodnych vstupov linearnymi dynamickymi systémami.

Pre vykonovu spektralnu hustotu plati Se(w)

Se(—w) = Se(w) (B.86)
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Na urcenie vykonovej spektralnej hustoty zo znamej autokorelacnej funkcie a naopak
mozu byt pouzité vztahy

A
£
I

2/ Re(7) coswrdr (B.87)
0
Re(r) = %/0 Se(w) cos wrdw (B.88)

Zavedieme tiez pojem wvzdjomnej vykonovej spektrdlnej hustoty dvoch vzajomne er-
godickych ndhodnych procesov s nulovymi strednymi hodnotami. Vzajomné vykonova
spektralna hustota Sg,(w) nahodnych procesov £(t) a 7(t) sa nazyva Fourierov obraz ich
vzajomnej korelacnej funkcie R, (7):

oo
Sen(w) = / Rey(r)e 37 dr (B.89)

— 00
Vzajomnu korela¢ni funkciu Re(7) mozeme dostat pri zndmom Se,(w) pouzitim vztahu
pre spitnt Fourierovu transforméciu

1 [ ,
Ren(r) = o / Sen(w)e?* T dw (B.90)

Ak vo vyrazoch (B.75) a (B.85) dosadime 7 = 0, potom mozeme pisat nasledovné
vztahy

B0 = R0 = fim o [ @ (B.91)
B0} = Re©)=5 [ Selorto =T [ s (B.92)

Rovnica (B.91) charakterizuje energetické ukazovatele procesu. Prava ¢ast rovnice sa
moze interpretovat ako priemerny vykon signdlu. Rovnica (B.92) urcuje tiez priemerny
vykon procesu, ale vyjadreny pomocou vykonovej spektralnej hustoty. Priemerny vy-
kon procesu je urceny plochou pod krivkou vykonovej spektralnej hustoty a vykonova
spektralna hustota Se¢(w) uréuje rozdelenie vykonu signalu podla frekvencie. Pre Se(w)
plati

Se(w) >0 (B.93)

B.4 Biely sSum

Majme stacionarny nahodny proces, pre ktory plati, ze pre vsetky frekvencie méa rovnaku
hodnotu vykonovej spektralnej hustoty, t.j.

S&(u}) =V (B.94)

Takyto proces ma ,biele“ spektrum a nazyva sa biely sum. Vykonova spektralna hustota
bieleho Sumu je znazornena na obr. B.4a. Z rovnice (B.92) vyplyva, Zze priemerny vykon
bieleho sumu je nekonecny, pretoze plati

E{E1t)?) = %V/OOO dw (B.95)
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Obr. B.4: Vykonova spektralna hustota a autokorelacna funkcia bieleho Sumu

V redlnych podmienkach neexistuju také procesy, pre ktoré plati vztah (B.95).
Autokorelaéna funkcia bieleho $umu moze byt urcend z rovnice (B.88)

1 oo
Re(r) = ;/ Vcoswrdw = V(r) (B.96)
0
kde
1 o0
é(r) = —/ cos wrdw (B.97)
™ Jo

pretoze Fourierova transformécia delta funkcie Fs(jw) je rovna jednej a spitnd Fourierova
transformacia pre delta funkciu ma tvar

1 o .
ir) = —/ Fs(jw)e’* dw

2 J_ o
1 [~ .

= 5 e?“Tdw
™ — 00
1 [ 1 [

= — coszderj—/ sin wrdw
2 J_ o 2 J_ o
1 (o)

= —/ cos wrdw (B.98)
T Jo

Autokorela¢na funkcia bieleho Sumu (obr. B.4b) je urcend delta funkciou a je rovna nule
pre lubovolné hodnoty 7 okrem 7 = 0. Biely $um je prikladom tplne ndhodného procesu,
v ktorom £(t) a £(t + 7) st nezavislé.
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Za ucelom fyzikdlne realizovatelného procesu je vhodné zaviest pojem bieleho Sumu
s ohranic¢enou vykonovou spektralnou hustotou

Se(w) =V pre |w| < wq

Se(w) =0 pre |w| > w; (B.99)
Autokorelacna funkcia tohoto procesu je
Vo[ V
Re(r) = — / coswTdw = — sinwi T (B.100)
T Jo T
Pre tento proces tiez plati
- Vo[ |4
2=D = —/ dw = —2 (B.101)
2w J_ oy s

Niekedy je vhodné aproximovat zévislost (B.94) spojitou krivkou. Za tymto ucelom
je mozné pouzit vztah
2aD
Se(w) = B.102
() = 22 (B.102)

Zodpovedajica autokorelacna funkcia bude v tvare

1 (> 2aD . —alr
Re(1) = %/w o —5¢/“Tdw = De Il (B.103)

Priebeh vykonovej spektralnej hustoty a autokorelacnej funkcie tohoto procesu je zna-
zorneny na obr. B.5. Vztahy (B.102) a (B.103) velmi dobre opisuju mnoho nédhodngch
procesov. Napr. ak a > 1, potom tieto vztahy s ,velmi dobrym* pribliZenim opisuju
biely sum.

B.5 Odozva linearneho systému na nahodny vstup

Majme spojity linearny systém s konstantnymi koeficientmi

dx(t
% Axz(t) + BE(t) (B.104)
z(0) = & (B.105)
pricom z(t) = [21(t), 22(t),...,7,(t)]" je vektor stavovych veli¢in a na vstupe do systému

posobi vektor nahodnych procesov &(t) = [£1(t),&2(1),. .., Em(t)]T. A a B st matice
konstant rozmerov n X n a n x m. Zaciatoény stav &g je vektor ndhodnych veli¢in.

Predpokladdme, ze matematickd nddej F {&y} a kovarianénd matica Cov (&) su
zname a plati

E{&o} =0 (B.106)
E{(&0 — o) (&0 — x0)" } = Cov (&o) = Covo (B.107)

Dalej predpokladame, 7e vektor vstupnych veli¢in £(¢) je vektorom nadhodnych pro-
cesov, ktory nie je zavisly od vektora zaciato¢ného stavu &y a pozname jeho vektor
strednych hodnét pu(t) a jeho autokovarianéna maticu Cove (¢, 7) a plati

E{Et)t =pl(t), pret>0 (B.108)



110 DODATOK B. PRAVDEPODOBNOST, NAHODNE VELICINY A PROCESY
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N

Obr. B.5: Vykonova spektralna hustota a autokorela¢nd funkcia procesu podla (B.102)
a (B.103)

E{(&(t) — p()(&(r) = u(r)" } = Cove (t,7) ,pre t > 0,7 > 0 (B.109)

E{(&(t) — p(t)(éo —po)'} =0 pret>0 (B.110)

Pretoze &y je vektor ndhodnych velicin a &(t) je vektor nahodnych procesov, aj
x(t) bude vektorom nadhodnych procesov. Nagou tilohou bude najst matematicki nadej
E{x(t)}, kovarianéni maticu Covy (t) = Covy (t,t) a autokovarianént maticu Covy (¢, 7)
vektora stavovych veli¢in x(¢) pre dané &y a £(t).

Pre kazdy ndhodny zaciatoény stav a pre kazdy nadhodny priebeh vstupnych veli¢in
mozeme pre zodpovedajice ndhodné priebehy stavovych veli¢in pisat

x(t) = ®(t)& +/O ®(t — a)Bé(o)da (B.111)

pricom ®(t) = eA! je fundamentéalna matica systému.
Ak oznacime

E{z(t)} = z(t) (B.112)

potom plati vztah
t
(t) = B(t)zo + / &(t — a)Bu(a)da (B.113)
0

ktory zodpoveda rieseniu diferencidlnej rovnice

dz(t)
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so zacCiatoénou podmienkou

(0) = x (B.115)

8

Za ucelom nédjdenia Covg () a Covy (t,7) vektora stavovych veli¢in «(t) pre dané
&o a £(t) je treba najskor vyjadrit odchylku x(t) — z(¢). Tato odchylku mozeme pisat
v tvare

x(t) — z(t) = ®(t)[€0 — To] —|—/O ®(t — a)B[¢(a) — p(a)]da (B.116)

Je zrejmé, ze x(t) — &(t) je rieSenim diferencidlnej rovnice

) B0 _ Atat) - 2(0)] + Blg() — u(t) (B.117)

so zaciato¢nou podmienkou
x(0) — 2(0) = & — @o (B.118)

S vyuzitim rovnice (B.116) mozeme Covy () vektora stavovych veliéin a(t) vyjadrit
v tvare

Cove (1) = B {(=(t) — z(t))(2(t) — 2(1))" }

— s{{ @006 e+ [ 2 - @)Ble@) - plalda} «
t T
«{20ig0 - anl + [ 20 0)BIED) - w05} | (B.119)
a po uprave nasledovne
Covy (t) = ®(t)E {(&0 — o) (€0 — o))" } @7 (2)
B(1)E { (€0 — 0)(€(5) — u(B))T} BT (¢ — B)ds

t

+

+ ®(t — a)BE {(£(a) — u(a))(o — mo)" } @7 (t)dar

L S~ S~

/0 / B(t — a)BE {(€(a) — u())(E(B) — w(B)"Y BTST(t - fdpda

(B.120)
Nakoniec po zohladneni vzfahov (B.107), (B.109) a (B.110) Cov,, (t) bude
Covy (1) = ®(t)Cove®” (1)
/ / (t — a)BCovg¢ (a, B) BT @™ (t — 3)dBda (B.121)

Podobne sa da odvodit vztah pre Covy, (t,7) vektora stavovych veli¢in x(t) v tvare
Covy (t,7) = t)Covo®7 (1)

/ / (t — a)BCov¢ (o, B) BT ®" (1 — B)dBdo (B.122)
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Ak na vstupe systému (B.104) a (B.105) posobi vektorovy ndhodny proces, pri¢om
platia rovnice (B.106), (B.107), (B.108) a (B.110) a

E{(&t) — p)(E&(r) —pu(@)"} = VBt —7)
pret>0,7>0,V(t)=VT(t) >0 (B.123)

potom kovarian¢éni maticu Covg (t) vektora stavovych veli¢in @ (t) vypocitame dosadenim
autokovariancnej matice Cove (¢, 7) vektorového nahodného procesu &(t)

Cove (o, 8) = V(a)o(a — ) (B.124)
do rovnice (B.121) a dostaneme

Covg (t) = @(t)Covo®T (1)
/ / (t —a)BV(a)é(a — B)BT®T (t — 3)dpda (B.125)

Covy (t) = ®(t)Cove®” (t) + /Otﬁ(tfa)BV(a)BTéT(tfa)da (B.126)

Kovarianéna matica Covg (t) vektora stavovych veli¢in @(¢) dand rovnicou (B.126) je
rieSenim maticovej diferencialnej rovnice

dCovy (t)
dt

so zaciato¢nou podmienkou

= ACov,, (t) + Cov, (t) AT + BV ()BT (B.127)

Cov (0) = Covg (B.128)

Autokovarianéntt maticu Covy (¢, 7) vektora stavovych veli¢in x(t), ak na vstupe sys-
tému posobi vektorovy ndhodny proces, pre ktory plati (B.123), vypocitame dosade-
nim (B.124) do rovnice (B.122). Po tprave dostaneme

Covg (t,7) = @(t—7)Covy(r) pret>rT

Covg (t,7) = Covgy (t)®(T —t) preT >t (B.129)

Ak linearny spojity systém s konstantnymi koeficientmi je asymptoticky stabilny a
sledujeme ho od ¢asu —oo a ak na vstupe je vektorovy stacionarny ndhodny proces, pre
ktory plati (B.123), potom x(¢) je staciondrny ndhodny proces.

Matematicka nadej

E{x(t)} == (B.130)
je rieSenim rovnice
0= Az + Bpu (B.131)

pricom p je vektor konstantnych matematickych nadeji stacionarnych ndhodnych proce-
sov na vstupe systému.
Kovarian¢na matica

E{(z(t) —z)(z(t) —2)" } = Covy (B.132)
je matica konstant a je rieSenim rovnice

0 = ACov, + Cov, AT + BV BT (B.133)
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pricom V je symetrickd kladne semidefinitnd matica konstant definované vztahom

E{(&) - p)Et) —w)'} =Vt —r) (B.134)
Autokovarianéna matica
E{(z(t1) — z)(z(t2) — &)} = Covy (t1,t2) = Covy (t1 — t2,0) (B.135)

je pre pripad staciondrnych procesov zavisla len od 7 = t; — to a moézeme ju uréit zo
vztahov

Covg (1,0) = eA7Covy pre 7 >0

Covg (1,0) = Covge A" prer <0 (B.136)
Prklad B.1 Analyza systému prvého radu s nahodnym vstupom
Majme jednorozmerovy systém urceny skaldrnou rovnicou
d:il—it) = ax(t) + b&(t) (B.137)
pricom a < 0 a b > 0. Predpokladajme, ze plati
z(0) = & (B.138)

kde &y je ndhodné velic¢ina.
Dalej predpokladajme, Ze st znadme nasledovné Statistické charakteristiky

E{&} = =0

E{(¢ — w0)*} = Covg

BlE®) = pret >0 s
E{(&(t) —m)(&(7) —p)y =V o(t—7) pret,7 >0

E{((t) —p)(§o —x0)} =0 pret>0

Nasou tlohou bude najst matematicki nadej E {z(t)}, rozptyl Cov, (t) a autokova-
rianéni funkciu pre staciondrny pripad Cov,, (7,0) veli¢iny x.
Matematickd nadej F {x(t)} je

T = ey — 2 (1—e")p (B.140)

Pretoze a < 0, x pre ¢as t — oo bude asymptoticky staciondrnym ndhodnym procesom
s matematickou nadejou v tvare

Too = —Zu (B.141)
Rozptyl uré¢ime podla rovnice (B.126) v tvare

Cov, (t) = e**Covq — S—Z (1-e*")V (B.142)
Rozptyl pre ¢as t — oo bude

2

tlirgo Cov, (t) = f% (B.143)
Autokovarian¢na funkcia pre stacionarny pripad je

Cov, (1,0) = —e“lleQ—V (B.144)

2a
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