16. Oscilace
Témata prednasky:

Vychylka, rychlost a zrychleni jednoduchého
harmonického oscilatoru

Energie jednoduchého harmonického oscilatoru
Priklady jednoduchych harmonickych oscilatoru:
soustava pruzina-hmotnost, matematické kyvadlo,
fyzikalni kyvadlo, torzni kyvadlo

Tlumeny harmonicky oscilator

Nucené kmity / rezonance



Stalo se to v roce 1989, v dobé, kdy se v okoli San Franciska pfipravovalo
zahdjent treti cdsti Svétovych her. Oblast byla zasaZena seizmickymi vlnami
ze 100 km vzddleného ohniska zemétieseni pobliz Loma Prieta. Zemétieseni

o sile 7,1 stupriii zpiisobilo rozsdhlé skody a zabilo 67 lidi. Na fotografii
vidime cdst 1,4 km dlouhého iiseku Nimitzovy ddlnice, kde doSlo k desitkdm
smrtelnyjch zranéni, kdyz se horni betonovd deska zfitila na spodni a zasdhla
motoristy. PFicinou ziiceni byly nepochybné prudké otfesy, vyvolané
seizmickymi vlnami. Avsak proc byl prdveé tento tisek tak vdzné poskozen,
jestliZe ostatni iiseky ddlnice s témét totoZnou konstrukci ziicent unikly?
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16.1 KMITANI

Priklady kmitani, opakujiciho se pohybu, nas obklopuji ze
vSech stran. Pozorujeme kyvani lustrti, houpdni zakotve-
nych ¢lunt, pulzujici pisty automobilovych motori. Zname
chvéni kytarovych strun, bubnti, zvonti, membréan v tele-
fonnich sluchdtkdch a v reproduktorech, kfemennych krys-
talll v nairamkovych hodinkach. Méné evidentni je kmitan{
molekul vzduchu, které prenasi zvukové rozruchy, kmitani
atomu v pevné latce, zodpoveédné za vjem teploty, a kmitdni
elektront v radiovych anténdch a televiznich vysilacich.

Kmitani neni omezeno na hmotné objekty, jako jsou
houslové struny a elektrony. Periodicky pohyb pozorujeme
také u jevl spojenych s Sifenim svétla, radiovych vin, rent-
genového zarfeni a y-zafeni. Tento druh oscilaci budeme
studovat v nasledujicich kapitolach. Budou nam tam velmi
uzitecné analogie s kmitdnim mechanickych systému, na
které se zaméfime v této kapitole.

V redlném svété je kmitdni obvykle tlumené: tieci sily
postupné premeénuji mechanickou energii na teplo a pohyb
ustava. Takové ztraty mechanické energie nemizZeme nikdy
zcela vyloudit, energii vSak miZeme dopliiovat z vhod-
ného zdroje. Napfiklad déti na obr. 16.1 dovedou pfi hou-
pani ,,pumpovat®, tj. Svihnout nohama nebo se skr¢it podle
okamzitého pohybu houpacky, a tim kmitani udrzuji nebo
i zvétSuji. Pfeménuji tak vlastné biochemickou energii na
mechanickou energii kmitajiciho systému.

Obr.16.1 Dité se brzy nauci doddvat houpacce energii a udrzo-
vat tim jeji pohyb.

16.2 HARMONICKY POHYB

Obr. 16.2 predvadi sérii ,,snimka* kmitajiciho systému: ¢ds-
tice se opakované pohybuje tam a zpét kolem pocatku osy x.
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Obr.16.2 Série ,,snimki*“ (vytvofenych po uplynuti stejnych
casovych intervall) ukazuje polohu céastice, ktera se pohybuje
tam a zpét kolem pocatku osy x. Krajnimi polohami jsou body
—Xm a +xm. Délky Sipek na obrdzku jsou jednotné Skdlovany
aukazuji rychlost ¢astice v danych bodech. V pocatku ma ¢éstice
nejvetsi rychlost. V polohach +x, je jejirychlost nulova. Jestlize
zvolime pocatek odecitdni Casu v poloze +xp,, Cdstice se do ni
vrati poprvé v ase t = T, kde T je perioda pohybu. Pohyb, ke
kterému doslo v prubéhu prave uplynulé periody, se pak opakuje.

V tomto odstavci pohyb ¢dstice pouze popiSeme. Pozdéji
budeme studovat, jak 1ze dané kmitdni vyvolat.

Zacneme zavedenim dulezitého parametru kmiténi,
jeho frekvence neboli kmitoctu. Frekvence uddava pocet
kmitd, které jsou dokonceny v prubéhu kazdé sekundy.
Frekvenci oznacujeme symbolem f, jeji jednotkou v sou-
stavé SI je hertz (zkratka Hz). Plati tedy

1 hertz = 1 Hz = 1 kmit za sekundu =

=15 (16.1)

S frekvenci souvisi perioda pohybu 7'. Ta uddva dobu, za
kterou se uskutecni jeden Gplny kmit (jeden cyklus). To
znamena

T=-—.
f

Jakykoliv pohyb, ktery se v pravidelnych intervalech opa-
kuje, nazyvdame pohyb periodicky. My zde budeme studo-
vat zvlastni pfipad periodického pohybu: opakujici se tisek

(16.2)



bude vZdy odpovidat situaci na obr. 16.2. Pro tento piipad
je Casova zavislost vychylky ¢astice urcena funkci

x(t) = xpmcos(wt + ¢)  (vychylka), (16.3)

kde xp,, @ a ¢ jsou dané konstanty. Tento pohyb budeme
nazyvat jednoduchy harmonicky pohyb nebo prosté har-
monicky pohyb.

Veli¢ina xp, v rov.(16.3) je kladnd konstanta, jejiz
hodnota zdvisi na pocate¢nich podminkach. Nazyvame ji
amplituda; spodni index m znamend maximum. Ampli-
tuda vychylky totiz uddva velikost nejvétsi mozné vy-
chylky ¢éstice v obou smérech od pocatku. Funkce kosinus
v rov. (16.3) se méni mezi krajnimi hodnotami +1, takze
vychylka x(#) se méni mezi krajnimi hodnotami +xp,. Vi-
dime to i na obr. 16.2.

Casové zavisly vyraz (wt 4+ ¢) v rov. (16.3) se nazyva
faze pohybu, konstanta ¢ je poc¢atecni faze. Jeji hodnota
zavisi na vychylce a rychlosti Cédstice v Case t = 0. Pro
oba prubéhy x(f) na obr. 16.3a je fdzovd konstanta nulova
(srovnejme tyto prubéhy a hodnoty ziskané z rov. (16.3)
prot = 0).

Zbyva vysvétlit konstantu w. Po uplynuti jedné pe-
riody 7' se musi ¢astice navratit do svého vychoziho stavu.
Z toho plyne, Ze pro libovolné ¢ se musi také x(¢) rovnat
x(t + T). PoloZme pro jednoduchost v rov. (16.3) ¢ = 0.
Z uvedené podminky potom dostaneme

Xm €os(wt) = xm cos (o (t + T)).

Funkce kosinus ma periodu 2r rad. Pfedchozi rovnice tedy
dava
ot+2n=wt+T)

a odtud
wT = 2n.

Uvazime-li jesté rov. (16.2), mame celkové

2
w:%:an.

(16.4)
Veli¢ina o se nazyva uhlova frekvence (také kruhova
frekvence ¢i thlovy kmitocet) pohybu; jeji jednotka v sou-
stavé SI je radidn za sekundu. (Mame-li byt tedy disledni,
musime vyjadfovat fazi ¢ v radidnech.) Na obr. 16.3 jsou
porovnany dva harmonické pohyby, které se 1isi bud jen
svou amplitudou, nebo jen svou periodou (a tedy frek-
venci a Ghlovou frekvenci), anebo jen fazovou konstan-
tou.
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Obr. 16.3 Modrd kiivka je ve vSech tfech pripadech zakreslena
podle rov. (16.3) s ¢ = 0. (a) Cervend kfivka se 1i¥f od modré
pouze tim, Ze pro ni je amplituda x,, vé&tsi. (b) Cervend kiivka
se 1isi od modré pouze tim, Ze pro ni je perioda T’ = T/2.
(¢) Cervena kfivka se lisi od modré pouze tim, Ze pro ni je
¢ = —n/4rad a nikoliv nula.

KONTROLA 1: Céstice vykondvd harmonicky pohyb
s periodou T’ (podobné jako na obr. 16.2). V ¢aset = 0
se nachazela na soufadnici —xp,. Rozhodnéte, zda ji
v Case (a) t = 2,007, (b) t = 3,507, (¢c) t = 5,25T
nalezneme v bodé
o souradnici —xy,

o souradnici xp,,

v pocatku souradnic,
mezi —xpy a0,

mezi 0 a xp.

Rychlost harmonického pohybu

Rychlost ¢astice dostaneme jako obvykle — derivaci vy-
razu pro soufadnici. V pripadé harmonického pohybu jde
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tedy o derivaci rov. (16.3):

dx d
v(t) = i E(xm cos(wt + ¢))

neboli

v(t) = —wxp sin(wt + @) (rychlost).  (16.5)

Na obr. 16.4a je graf funkce odpovidajici rov. (16.3) s ¢ =
= 0. Obr. 16.4b ukazuje rov. (16.5), rovnéZ pro ¢ = 0.
Podobné jako jsme nazvali xy, v rov.(16.3) amplitudou,
nazveme nyni kladnou veli¢inu wxy, v rov. (16.5) ampli-
tudou rychlosti vy,. Na obr. 16.4b vidime, jak se rychlost
kmitajici Castice méni mezi hodnotami +vy, (fj. £wxy).
Na tomto obrazku si také vSimnéme, Ze kiivka odpovi-
dajici v(t) je posunuta o Ctvrtinu periody doleva vzhle-
dem ke kfivce x(¢): jestliZze je velikost vychylky nejvetsi
(4. x(t) = xm), je velikost rychlosti nejmensi (tj. v(¢) = 0).
A v okamziku, kdy je velikost vychylky nejmensi (tj. nu-
lova), je velikost rychlosti nejvétsi (je rovna vy, = wxp).
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Obr.16.4 (a) Vychylka ¢éstice x () pro harmonicky pohyb s fa-
zovou konstantou ¢ rovnou nule. Perioda T ohraniCuje jeden
aplny kmit. (b) Rychlost ¢astice v(¢) a (c) zrychleni Castice a(t)
pro tento pohyb.

Zrychleni harmonického pohybu

s vz

Derivaci rychlosti dostaneme zrychleni ¢astice. V piipadé
harmonického pohybu tedy derivujeme rov. (16.5) a dosta-
neme

d d
a(t) = d_lt) = a(—a)xm sin(wt + 90))

neboli

a(t) = —wzxm cos(wt + ¢)  (zrychleni). (16.6)
Na obr. 16.4c je graf funkce odpovidajici rov. (16.6), opét
pro piipad ¢ = 0. Kladnd veli¢ina w?xy v rov. (16.6)
se nazyvd amplituda zrychleni ap,. Zrychleni ¢dstice se
tedy méni v rozmezi ap, (tj. £w’xy); vidime to také na
obr. 16.4c. Navic si vS§imnéme, Ze kiivka a(t) je posunuta
vzhledem ke kiivce v(¢) o Ctvrtinu periody doleva.

V této chvili miizeme propojit rov. (16.3) a (16.6); do-
sp&jeme ke vztahu

a(t) = —w?x(t). (16.7)

Tato rovnice je jakymsi ,,puncem‘ harmonického pohybu:
zrychleni ¢éstice je imérné vychylce a ma opacné znamén-
ko, pfitom konstantou imérnosti je druhd mocnina Ghlové
frekvence. Nejvétsi kladnd hodnota vychylky tedy odpo-
vidd zdpornému zrychleni s nejvétsi velikosti a naopak.
Je-li vychylka ¢astice nulova, je jeji zrychleni také nulové.
Tato tvrzeni ilustruje obr. 16.4.

RADY A NAMETY
Bod 16.1: Fdze

Vsimnéte si, jakou roli hraje pfi kresleni x(¢) konstanta ¢.
JestliZze je ¢ = 0, graf funkce x (t) bude vZdy podobny kiivce
na obr. 16.4a, tj. typické kiivce pro funkci kosinus. Zdpornd
hodnota ¢ posune kiivku podél ¢asové osy doprava (jako na
obr. 16.3c), zatimco kladnd hodnota ¢ ji posune doleva.

UvaZzme dva harmonické pohyby, lisici se pouze v této
konstanté. Rikame o nich, Ze maji fdzovy rozdil, 7e jedna vaci
druhé ma fdzovy posuv, Ze jsou navzajem fdzové posunuty
neboli Ze jsou navzdjem rozfazovany. Naptiklad kiivky na
obr. 16.3c maji fazovy rozdil nt/4 rad.

Harmonicky pohyb se opakuje po uplynuti kazdé perio-
dy T a funkce kosinus se opakuje po kazdych 2rrad. To
znamend, Ze perioda 7' odpovidd fazovému rozdilu 2r rad.
Na obr. 16.4 je kiivka x (¢) posunuta vzhledem ke kiivce v(r)
o Ctvrtinu periody doprava neboli je vzhledem k ni fazové
posunuta o —rn/2 rad. Soucasné je tato kfivka posunuta vzhle-
dem k a(t) o polovinu periody doprava neboli je vzhledem
k a(t) posunuta o —rnrad. Fazovy posuv 2rrad zpusobi, Ze
se dany harmonicky pohyb ztotoZni sim se sebou — jinymi
slovy, vlibec se nezméni.

16.3 POHYBOVA ROVNICE PRO
HARMONICKY POHYB

s ¥z

Nyni jiz vime, jak se zrychleni ¢dstice méni s casem. Druhy
Newtonlv zdkon ndm odpovi na otdzku, jaka sila musi na



Castici pusobit, aby ji bylo udélovano prave toto oéekdvané
zrychleni. Z Newtonova zdkona a z rov. (16.6) dostaneme
pro harmonicky pohyb

F = ma = —(mo?)x. (16.8)

Sila je tedy pfimo imérnd vychylce a opacné orientovana:

F =ma = —kx. (16.9)
To odpovidd Hookovu zdkonu pro pruZinu, jejiz tuhost je
v daném piipadé

k = mw?. (16.10)

Rov. (16.9) tak vlastné predstavuje alternativni definici har-
monického pohybu. Ta zni:

Castice o hmotnosti m vykondva harmonicky pohyb,
jestliZe na ni pusobi sila pfimo Gmérna vychylce Castice
z rovnovazné polohy a orientovana proti vychylce.

Soustava pruZina + téleso na obr. 16.5 se nazyva har-
monicky, nékdy téZ linearni oscilator. Slovo , linedrni*
poukazuje na skutecnost, Ze sila F' je timérnd prvni (a niko-
liv n¢jakeé jiné) mocniné€ vychylky x.Jeho thlova frekvence
o souvisi vztahem (16.10) s tuhosti pruZiny k a s hmotnosti

télesa m. Dostaneme tedy

[k
w=,— (ahlova frekvence). (16.11)
m

Kombinaci rov. (16.4) a (16.11) pak ihned ziskdme periodu
harmonického oscilatoru na obr. 16.5:

Im
T =2xn m (perioda).

Rov. (16.11) rika totéZ, co rov. (16.12): velkou hodnotu Gh-
lové frekvence (a tedy malou periodu) dostaneme v piipadé
tuhé pruziny (velké k) a lehkého télesa (malé m).

(16.12)

bez tfeni

i X

—Xm x=0 +xm

Obr. 16.5 Harmonicky oscildtor. Jakmile pon€kud vychylime
téleso na stranu a poté je uvolnime, vznikne podobné jako u ¢ds-
tice na obr. 16.2 harmonicky pohyb. Vychylka télesa je urCena
rov. (16.3).
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U jakéhokoliv kmitajiciho systému tohoto typu, af uz
je to harmonicky oscildtor na obr. 16.5, skokanské prkno
nebo houslova struna, najdeme vzdy jednak jistou ,tendenci
k ndvratu®, jednak ,,setrvacnost”. V pripadé oscildtoru na
obr. 16.5 jsou obé tyto tendence spojeny s odlisnymi sloz-
kami kmitajiciho systému: ,tendence k navratu® je repre-
zentovana vyhradn€ nehmotnou pruZinou a ,,setrvacnost‘
je vazana vyhradné na hmotné téleso. V piipad¢ houslové
struny, jak uvidime v kap. 17, jsou obé zminéné tendence
vazany na samotnou strunu. Jsou ov§em i jiné mechanismy
kmitl. Napf. pfi relaxa¢nich kmitech se pro pohybujici
se predmét vZdy v okoli krajni polohy zméni ,,pravidla
hry“, podobnég u tfecich ténd se pravidelné odtrhuji viry od
prekazky v proudéni vzduchu. Zde je nebudeme podrobnéji
rozebirat.

KONTROLA 2: Ktery z nasledujicich vztahl mezi si-
lou F, pusobici na ¢dstici, a polohou ¢astice x, popisuje
harmonicky pohyb: (a) F = —5x, (b) F = —400x2,
(c) F = 10x, (d) F = 3x2?

\ L. \
| PRIKLAD 16.1 |
| Téleso o hmotnosti m = 680 g je pripojeno k pruziné tuhosti |
| k = 65N-m~!. Té&leso, pohybujici se na hladké podloZce, |
| vychylime o x = 11 cm z rovnovazné polohy x = 0. V nové |
| poloze je téleso v klidu. Poté jej v ¢ase t = 0 uvolnime. |
| (a) Jakou silou pisobi v okamziku uvolnéni pruZina na téleso? |
\ RESENI: Podle Hookova zékona plati \
\ F = —kx = —(65N-m™1(0,11m) = |
| =-7,2N. (Odpovéd) |

| Znaménko minus ndm pfipomind, Ze sila a vychylka maji |
| opacnou orientaci. Skute¢né, pruzina pasobi na téleso silou, |
| kterd sméfuje k rovnovazné poloze, zatimco vychylka smé- |
| fuje od rovnovazné polohy. |
| (b) Jaka je Ghlova frekvence, frekvence a perioda vzniklého |
| kmitani? \
| RESENI: Podle rov. (16.11) méme \
k (65N-m~1)
w = —_ = _— =
(0,68kg)
|

\ =9,78rads™! =9,8rads”!. (Odpovéd)

| Frekvenci nyni dostaneme z rov. (16.4): |

’ P (9,78rads™") ‘
T 2n -

| =1,56Hz = 1,6 Hz. (Odpovéd) |
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| Perioda je prevracenou hodnotou frekvence:

1 1
T = — = — =
= (1,56Hz)
| = 0,64s = 640 ms. (Odpovéd)

| (c) Uréete amplitudu vychylky.

\ RESENI: V¢l.8.4 jsme zkoumali mechanickou energii sou-
| stavy pruzina + téleso, podobné linedrnimu oscildtoru na
| obr. 16.5. Pokud neuvazujeme tfeni, mechanicka energie se
| béhem pohybu zachovava. V nasem pripadé je téleso uvol-
| néno s nulovou pocétecni rychlosti v okamziku, kdy je vzda-
| leno 11 cm od rovnovazné polohy. M4 tedy v tomto okamZiku
| nulovou kinetickou energii a ma ji také nulovou, kdykoliv
| se pozdéji opét nachazi 11 cm od rovnovazné polohy. Jeho
| nejvétsi moznd vzdédlenost od rovnovazné polohy je tedy
| 11cm, tj.

| Xm = 11cm. (Odpovéd)

(d) Urcete maximalni rychlost kmitajiciho télesa.

\

\ RESENI: Amplituda rychlosti je urcena rov. (16.5). V na-
| Sem pripadé
i
|

Vm = @Xm = (9,78 rad-s"1)(0,11 m) =
=1,1ms™ L (Odpovéd)

| Téleso ma tuto nejveétsi moznou rychlost v okamziku, kdy
| pravé miji pocdtek osy x. Ukazuje to také srovndni obr. 16.4a
| a 16.4b; nejvétsi rychlost odpovidd x = 0.

| (e) Uréete maximadlni zrychleni télesa.

| RESENI: Amplituda zrychleni je uréena rov. (16.6). V na-
| Sem pripadé

\ am = ©*xm = (9,78 rad-s™H%(0,11m) =
\ =1lms 2. (Odpovéd)

| Téleso ma toto (co do velikosti) nejvétsi mozné zrychleni,
| kdykoliv se nachdzi v bodech obratu. V téchto bodech je také
| nejvétsi sila, kterou na téleso pisobi pruzina. Ukazuje to také
| srovndni obr. 16.4a a 16.4c; vychylka a zrychleni nabyvaji

v v

| svych nejvétsich i nejmensich hodnot soucasné.

| (f) Jaka je fazova konstanta pohybu ¢?

| RESENI: V &ase r = 0, tj. v okamZiku uvolnéni télesa,
| nabyvala jeho vychylka x své maximalni hodnoty xp,. Rych-
| lost v télesa byla nulovd. Tyto dv€ relace se nazyvaji poca-
| teéni podminky. JestliZe je uplatnime postupné v rov. (16.3)
| a(16.5), dostaneme

| 1 =cosg a 0 = sin .

| Nejmensi Ghel, ktery spliiuje obé tyto podminky, je

| ¢ =0. (Odpovéd)

| (Podminky jsou splnény také pro libovolny cely ndsobek tihlu |
2nrad.)

PRIKLAD 16.2
Uvazujme harmonicky oscilator na obr. 16.5. V case t = 0 je
| vychylka x(0) rovna —8,5 cm, rychlost v(0) je —0,920m-s~! |
| a zrychleni a(0) je +47,0m-s~2. \
\
|

| (a) Urcete thlovou frekvenci a frekvenci kmitani.

’ RESENI: V rov. (16.3) polozme ¢ = 0. Dostaneme
[ x(0) = xp cos . (16.13) |

| Podobné po dosazeni t = 0 do rov. (16.5) a (16.6) mame |

| v(0) = —wxp sing (16.14)

| a |
! a(0) = —w?xy cos @. (16.15)

| Posledni tfi rovnice obsahuji tfi nezndmé, jmenovité xp, ¢ |
| a w. Postupné je nalezneme vsechny, v této ¢asti tikolu hle- |
| ddme pouze thlovou frekvenci w. |
\ Sestavime podil rov. (16.15) a (16.13). Ze vzniklého vy- |
| razu vypocteme \

(a0 [ @oms?)
TV Tx0) TV (<0.0850m)
|

’ =23 5rad-s™ . (Odpovéd)

| Frekvence f je uréena vztahem (16.4). V nasem piipadé |

23,5rad-s™!
’ poe _@3OndS ) 5ok, (Odpoved) ‘
21 21
| (b) Urcete fazovou konstantu ¢. \

] RESENI: Nejprve sestavime podil rov. (16.14) a (16.13): \

v(0) — WXy, SIN @ )
— == —w .
x(0) X COS @ £¢
| Z tohoto vztahu nyni vypocteme tg ¢:
o VO —(=0920msTh)
89 = T ox(0)  (23,5rads1)(—0,0850m)
| = —0,461. |
| Mame tak zatim dvé mozna feSeni \
| @ = —25° a @ = 155°. \

| 'V nasledujici ¢asti tlohy rozhodneme, ktera z obou fazovych |
| konstant je spravna. |

| (c) UrCete amplitudu kmitani x,. |



\ RESENI: Vyjdeme z rov.(16.13) a prozatimné dosadime
| @ = 155°: |
| _ x(0) _ (~0,0850m) ‘

me cosg  cosl55°
\ =0,094m =9,4cm.

(Odpovéd)

| Podobné hodnota ¢ = —25° by vedla k x,, = —9,4cm.
| Avsak amplituda vychylky musibyt vZdy kladnd konstanta —
| Ghel ¢ = —25° musime vyloudit. Spravny vysledek ¢asti (b)
| jetedy

@ = 155°. (Odpovéd)

PRIKLAD 16.3
Vliv konstantni sily na harmonicky oscildtor. PruZinu z ob-
| razku 16.5 zavésime svisle doli podle obr. 16.6. Osu y orien-
| tujme podél ni s pocdtkem v poloze, kde by byl konec neza-

s

| tizené pruZiny. Poté pruZinu zatiZime télesem hmotnosti m. |

y
Obr.16.6 Priklad 16.3. Konec nezatizené pruZiny je v pocétku
osy y. Rovnovazna poloha zatiZzené pruZiny je y,. Vychylka z této
rovnovéazné polohy je y’.

| (a)Jaké je protaZeni y; zatiZené pruZiny v rovnovazné poloze? |
\ RESENI: V rovnovdzné poloze je vyslednice sil ptusobicich \
| natéleso, tj. sily pruznosti F a sily tthové G, rovna nule. Jediné |
| nenulové slozky jsou y-ové a plati pro né \

\ Fy+Gy=—ky+mg =0. |
| Odtud ur¢ime hledanou rovnovaznou polohu \

mg

X (16.16)

Yr =
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| (b) Téleso svisle vychylime a uvolnime. S jakou perio- |
| dou bude kmitat? Porovnejte tuto situaci s obr. 16.5, kdy |
| pruZina neni namdhdna tihou télesa, a s obecnym feSenim |
| vpf. 16.1a,b. |
| RESENI: Pfi vychylce y' z rovnovdzné polohy y; plisobi |
| pruZina na téleso silou |

y Fy = —k(y' + y). (16.17)

| Na téleso plsobi kromé této sily jest€ konstantni tihovd
| sila G, takZe vyslednd sila F, pusobici na téleso je \

[ F, = F + mg. (16.18) |

| Po dosazeni rov. (16.16) a (16.17) do rov. (16.18) dostdvame

Foy=—k(y' +55) +mg = —ky'. (16.19)

Odtud vsak plyne, Ze vysledna sila je opét pfimo Gmérnd
vychylce z rovnovazné polohy, je opacné orientovand a ma
stejny koeficient imérnosti — tuhost k, jaky méla nezati-
Zend pruZzina. Proto naSe soustava kmitd se stejnou frekvenct,
s jakou kmitd soustava na obr. 16.5 feSena v pf. 16.1.

RADY A NAMETY
Bod 16.2: Urceni typu kmitdni

V pripadé libovolného harmonického pohybu jsou zrych-
leni a a vychylka x vdzdny vztahem tvaru

a = —(kladna konstanta) - x,

ktery fikd: zrychleni je tmérné vychylce z rovnovazné
polohy, ale je opacné orientované. Jakmile jiZ nalezneme
v dané tloze takovy vztah, miiZeme jej okamZité srovnat
s rov. (16.7), tj. uvedenou kladnou konstantu mizeme iden-
tifikovat jako w?. Tim jiZ vlastné mdme Ghlovou frekvenci
pohybu. Poté nalezneme pomoci rov. (16.4) periodu T a frek-
venci f.

V pt. 16.8 uvidime, Ze tentyZ postup lze pouzit k uréeni
harmonickych torznich kmiti. V tomto piipadé jsou thlové
zrychleni € a Ghlova vychylka 0 svazany relaci tvaru

& = —(kladna konstanta) - 0,

ktera fikd: Ghlové zrychleni je tmérné Ghlové vychylce z rov-
novazné polohy, je vSak orientované proti této vychylce. Po-
dobné jako v pfedchozim pfipadé mizZeme ztotozZnit kladnou
konstantu s w?, a tim najit postupné veliéiny w, T a f.

V nekterych tkolech dospéjete nejprve k zavislosti sily
F na vychylce x. V pfipadé harmonického pohybu m4d tato
zavislost tvar

F, = —(kladn4 konstanta) - x.
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To znamend, Ze sila je imérnd vychylce, mifi vSak proti ni.
Jakmile jiZ nalezneme takovou zdvislost, miZeme ji okamZité
srovnat s rov. (16.9), tj. kladnou konstantu muzeme identifi-
kovat jako k. JestliZe navic zndme hmotnost kmitajiciho téle-
sa, uplatnime postupné rov. (16.11), (16.12) a (16.4) k uréeni
uhlové frekvence w, periody T a frekvence f.

Podobné postupujeme pro torzni harmonicky pohyb.
V tomto pripadé je vratny moment sily M vdzan s Ghlovou
vychylkou 6 vztahem typu

M = —(kladnd konstanta) - 6,

ktery fika: moment sily je mérny Ghlové vychylce z rovno-
vazné polohy, ma vSak opacny smér.

16.4 ENERGIE HARMONICKEHO
OSCILATORU

V kap. 8 jsme si jiz povSimli, jak se energie harmonic-
kého oscildtoru preléva sem a tam mezi energii kinetickou
a energii potencidlni, zatimco jejich soucet — celkova me-
chanicka energie oscilatoru E — zustava konstantni. Podi-
vejme se nyni na tuto situaci z kvantitativniho hlediska.

Potencidlni energie harmonického oscildtoru na ob-
razku 16.5 je spojena vyhradné s pruZinou. Jeji velikost z4-
visi na tom, o kolik je pruzina stlaena nebo protaZena, tedy
na vychylce x(z). Jestlize pouZijeme postupné rov. (8.11)
a (16.3), dostaneme

Ep(t) = kx? = LkxZ cos®(wt + ).  (16.20)
V§imnéme si zde pozorné vyrazu cos® A: jeho vyznam je
(cos A)? anelze jej zaméhovat s vyrazem cos A2, ktery znamend
cos(A?).

Kinetickd energie systému je vdzana vyhradné na kmi-
tajici hmotné téleso. Jeji velikost zavisi na tom, jak rychle
se téleso pohybuje, tedy na rychlosti v(¢). Z rov.(16.5)
dostaneme

2 1 2

Ex(t) = imv? = Imo®x} sin® (0t +¢).  (16.21)

Podle rov.(16.11) miZeme za w? dosadit k/m, takZe
rov. (16.21) lze prepsat do tvaru

1

Ex(t) = tmv? = Lkxl sin®(wt + ¢).  (16.22)

Celkova mechanickd energie E je souétem prispévka zis-
kanych v rov. (16.20) a (16.22):
E=E,+ Ex=
= %kxé cosz(wt + @) + %erzn sin2(a)t + @) =

= %erzn(cosz(a)t + @) + sin®(wr + ).

Pro libovolny thel o vSak plati

Za=1.

cos® o + sin
Vyraz ve velkych zavorkéch v rovnici pro energii E je tedy
roven jedné a vysledek zni

E = Ep + Ex = $kx2. (16.23)

Mechanickd energie harmonického oscildtoru je tedy sku-
tecné na Case nezavisld, je konstantni. Potencidlni energie
a kineticka energie linedrniho oscildtoru jako funkce ¢asu
jsou zndzornény na obr. 16.7a a jako funkce vychylky na
obr. 16.7b.

Ex (1) + Ey (1)
E
2 Ep®
oh
(5}
5
Ex (1)
Sas 1
0 /2 T Cas
(@)
Ex(x)+ Ep(x)
E
E,p(x)
[0}
%
Q
5 Ex(x)
vychylka x
—Xm 0 +Xm yeny
(]

Obr.16.7 (a) Potencidlni energie E}(¢), kinetickd energie Ex(t)
a celkovd mechanickd energie £ harmonického oscildtoru jako
funkce Casu. VSimnéte si, Ze vSechny energie jsou nezdporné
a Ze béhem jedné periody dojde dvakrat k dosazeni maxima jak
u kinetické, tak u potencidlni energie. (b) Potencidlni energie
Ep (1), kinetickd energie Ex () a celkovd mechanickd energie E
harmonického oscildtoru s amplitudou vychylky xy, jako funkce
vychylky x. Pro x = 0 je veSkerd mechanicka energie tvofena
energii kinetickou, pro x = £xp, naopak energii potencidlni.

Nyni je jiZ patrn€ pochopitelné, pro¢ obvykle zahrnuje
kmitajici systém jednak jisty element spojeny s tendenci
navratu do rovnovazné polohy, jednak jisty element se-
trvacnosti: prvni z nich na sebe vdZe potencidlni energii
a druhy energii kinetickou.



KONTROLA 3: Téleso na obr. 16.5 ma v jistém oka-
mZiku vychylku x = 42,0cm. V tomto okamZiku
je jeho kinetickd energie 3J a pruzina ma potencidlni
energii pruznosti o velikosti 2J. (a) Jak je velkd ki-
netickd energie télesa pti x = 0? Jaké jsou hodnoty
potencidlni energie pruznosti pii (b) x = —2,0cm,
apfi(c)x = —xp?

\ .. \
\ PRIKLAD 16.4 \
| (a) Jakd je mechanickd energie oscildtoru z prikladu 16.1? |
| RESENI: Dosadime tdaje z pt. 16.1 do rov. (16.23): \

\ E = Ykxl = 1(65N-m™)(0,11m)* = \
\ =0,393J=0,39J. (Odpovéd) |

Tato hodnota zGstdva béhem pohybu konstantni.

\ \
| (b) Jaka je potencidlni energie tohoto oscildtoru v okamZi- |
| ku, kdy se téleso nachdzi na poloviné cesty k bodu obratu, |
| tj. jestlize x = dxp,/2? \
\ RESENI: Pro libovolnou vychylku je potencidlni energie \
‘ urCena vztahem E, = %kxz. V nasem ptipadé ‘

2
| By = 3 = $ (b) = § (3ad) = |

\ =1E = 1(0,393]) = 0,098J.  (Odpovéd)

(c) Jaka je kinetickd energie oscilatoru pfi x = xy,/2?

RESENI: Kinetickou energii nalezneme prostym odcita-
nim: \

| Ey=E—FEp= |
\ =0,393J —0,098] = 0,30J. (Odpovéd)

| JestliZe se tedy kdykoliv béhem kmitani téleso nachazi v bodé
| x = xn/2, ma 25 % jeho mechanické energie formu energie |
potencidlni a 75 % formu kinetické energie.

16.5 TORZNI KMITY

Na obr. 16.8 vidime jinou variantu harmonického oscildto-
ru. Na rozdil od predchozich piikladt, kde hybnou silou
bylo protazeni ¢i stlaceni pruziny, zde ptisobi krouceni za-
vésného vldkna. Uvedené zafizeni se nazyva torzni kyva-
dlo, slovo torze znamena krouceni.

Jestlize pootocime disk na obr. 16.8 vzhledem k jeho
rovnovazné poloze (v ni ukazuje ryska na znacku 0) a pak
uvolnime, zacne ryska kmitat kolem rovnovdzné polohy;

16.5 TORZNI KMITY 417

L Jupevnén}’/ konec

zavesné vlakno

referencni ryska

_9m

Obr. 16.8 Torzni kyvadlo je otdciva varianta linedrniho harmo-
nického oscildtoru z obr. 16.5. Disk kmitd ve vodorovné rovin¢;
referencni ryska se vychyluje s thlovou amplitudou 6,,. V pri-
behu krouceni na sebe zdvésné vlakno vaze potencialni energii,
podobné jako ji dfive vdzala pruZina. Kroucenim se soucasné
vytvafi vratny to€ivy moment.

dojde k torznim kmitam. Pfi dhlové vychylce rysky 6
v libovolném z obou smérti vznika vratny silovy moment,
urceny vztahem

M = —x8. (16.24)

Konstanta » (fecké pismeno kappa) se jmenuje torzni tu-
host neboli tuhost ve zkrutu. Jeji velikost zavisi na délce
zavésného vlakna, na jeho priméru a na materidlu, z néhoz
je vlakno vyrobeno.

Pfi srovnani rov.(16.24) a (16.9) zacinate tusit, Ze
rov. (16.24) je vlastné torzni varianta Hookova zakona. Po-
kusime se tedy transformovat rov. (16.12), udavajici pe-
riodu linedrniho oscildtoru, na rovnici pro periodu torz-
niho oscildtoru. V rov. (16.12) pfedné nahradime tuhost
pruZziny k veli¢inou, kterd nyni méfi velikost vratné tenden-
ce; tou je podle rov. (16.24) torzni tuhost . Dale nahradime
v rov. (16.12) hmotnost m veli¢inou, kterd ji nyni odpovidd,
tj. kterd nyni vyjadfuje setrvacnou tendenci pfi otaceni dis-
ku; tou je moment setrvacnosti I kmitajictho disku. Tyto
dvé substituce nds jiz privadéji ke vztahu

[
T =2m,/— (torzni kyvadlo) (16.25)
x

pro periodu torzniho oscildtoru neboli torzniho kyvadla.

i PRIKLAD 16.5 i
| Na obr. 16.9a vidime tenkou ty¢ délky L = 12,4 cm o hmot- |
| nosti m = 135 g, zavéSenou uprostfed na dlouhém vldkne. |
| Pro tento torzni oscildtor jsme zméfili periodu 7, = 2,53s. |
| Na obr. 16.9b je znazornéno nepravidelné téleso X, zavésené |
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| na stejném vlakné. Pro tento torzni oscildtor jsme naméfili |
| periodu Ty, = 4,76s. |

zaveésné
vlakno

>

ty¢

téleso X
(@) ® (©)
Obr. 16.9 Priklad 16.5. Tti zobrazena torzni kyvadla jsou tvofena
zavésnym vlaknem a (a) ty¢i, (b) nepravidelnym télesem a (c) ty¢i
pevné spojenou s nepravidelnym télesem.

| (a) Jaky je moment setrvacnosti t€lesa X vzhledem k ose,
| uréené zavésnym vldknem?

\ RESENI: Podle tab.11.2¢ je moment setrvacnosti tenké
| ty¢e vzhledem k ose, prochazejici sttedem tyée kolmo na
‘ jeji osu, roven 11—sz2. Mame tedy

‘ I ! L? ! (0,135 kg)(0,124 m)? ‘
8 = — = — , , m =
=" 12 £

\ =1,73-10"*kg-m>. \

| Napi$me nyni dvakrdt rov. (16.25); jednou pro ty¢ a podruhé
| pro téleso X: \

I 1
‘ T,=2m/2 a T,=2r/=.
x X

| Spodni indexy zde odpovidaji po fadé obr. 16.9a a 16.9b.
| Torzni konstanta » vyjadfuje vlastnosti vldkna a to je na
| obou obrdzcich stejné. Lisi se pouze momenty setrvacnosti |
| aperiody. \
| Nyni obé uvedené rovnice umocnime a druhou z nich |
| vydélime rovnici prvni. Vysledny vztah piedstavuje rovnici |
| pro I. Jejim feSenim dostaneme \

T? (4,765)2
I =L-L —(1.73.104 ke-m?) ———>2_ —
b="laz3 (1,73-10 gm)(2,53s)2

a

\ =6,12-10"*kg-m>. (Odpovéd) |
| (b) Jakd by byla perioda kmitl torzniho oscildtoru na |
| obr. 16.9¢, vzniklého spojenim obou uvazovanych téles a je- |
| jich zavéSenim na uvazované vldkno? \
\ RESENI: Opét napiseme dvakrat rov. (16.25), avsak tento- \
| krat jako \

1. ‘
.

| Sestavime opét podil druhého a prvniho vyrazu a dosadime |
| I. = I, + Iy. Dostaneme tak |

I Li+1 I
=1 |l [t _ [ D
I I, I

6,12-10~* kg-m?2
=(2’53S)\/]+w_

(1,73-10~4kg-m?)

=5,39s. (Odpovéd)

16.6 KYVADLA

Nyni se zaméfime na jistou tfidu harmonickych oscilatord,
u nichZ je vratny element spojen s gravitacni silou, a ni-
koliv s elastickymi vlastnostmi vldkna pfi jeho krouceni,
poptipadg se stlaCenim a protaZenim pruZiny.

Matematické kyvadlo

Upevnéme dlouhé vldkno na nosnik a zavésme na jeho
spodni konec jablko. KdyZ jablko slabé vychylime a pak
uvolnime, bude jeho dalsi pohyb periodicky. Avsak je toto
kyvéani harmonicky pohyb? V idealizované situaci budeme
uvazovat matematické kyvadlo, abstraktni objekt, tvoreny
bodovou ¢éstici o hmotnosti m (zdvazi kyvadla) a ne-
hmotnym pevnym vldknem délky L. VSe je zndzornéno
na obr. 16.10a: zdvazi se voln¢ houpe tam a zpét v roviné
stranky, tj. doleva a doprava od svislé piimky vedené bodem
zavesu.

(@) ®
Obr. 16.10 (a) Matematické kyvadlo. (b) Na zdvazi pusobi dvé
sily: tihova sila mg a sila vldkna F,. Tecnd slozka tihové
sily mg sin 6 predstavuje vratnou silu: snaZi se vratit zdvazi do
rovnovazné polohy.

Setrvacny element tohoto kyvadla je spojen s ¢astici
hmotnosti m. Vratny element spodiva v pritazlivém pa-
sobeni mezi Castici a Zemi. Zména potencidlni energie je



uréena zmeénou vysky ¢astice nad povrchem Zemé; na ver-
tikdlni pohyb zavazi miZeme pohliZet jako na zménu délky
»gravitacni pruziny*.

Na zavazi pusobi dvé sily, obé jsou zobrazeny na
obr. 16.10b: tihova sila mg a sila vldkna F,. Tthovou silu
rozloZime na radidlni sloZzku mg cos 6 a na slozku mg sin 0
teCnou k draze Cdstice, a ta pravé predstavuje vratnou silu.
Pusobi totiz vzdy proti vychylce Castice a snazi se ji vratit do
rovnovdzné polohy (6 = 0), kde by byla, kdyby nekmitala.
NapiSme tedy vratnou silu ve tvaru

F = —mgsin0, (16.26)
ve kterém zdporné znameni upozoriiuje, Ze sila ptisobi proti
vychylce.

Predpokladejme nyni, Ze Ghel 6 na obr. 16.10 je ma-
ly. Vyraz sinf je tedy priblizné roven dhlu 6, vyjad-
fenému v radidnech. (Napriklad pro 6 = 5,00°, tj. pro
6 = 0,087 3rad, dostaneme sin6 = 0,087 2 — odchylka
¢ini pouze néco kolem 0,1 %.) Déle, vychylku Castice s
budeme meéfit podél jeji obloukové trajektorie; je tedy
rovna L6. Celkové nabyva rov. (16.26) pro mala 6 tvar

F ~ —mgf. (16.27)

Letmy pohled zpatky na rov. (16.9) ndm ukazuje, Ze
zde mame opét tvar podobny Hookovu zdkonu. Roli vy-
chylky x hraje nyni Ghlova vychylka 6. Jestlize je tedy
thlova vychylka matematického kyvadla mald, mizeme jej
pokladat za harmonicky oscildtor, podobny soustavé pru-
Zina + téleso na obr. 16.5. Jinymi slovy, kyvani zdvazi je
harmonicky pohyb. Amplitudou tihlové vychylky 6 je nyni
uhlova amplituda 6y, tj. nejvétsi thel pfi kyvani. Roli
tuhosti pruziny k hraje veli¢ina mg/L, tuhost ,efektivni
gravitaéni pruziny* kyvadla.

Periodu kmiti matematického kyvadla ziskdme z rov-
nice (16.12), jestliZe v ni za k dosadime mg/L:

T=2n |0 —on [
TR T mg/L’

(16.28)

tedy celkové
| L .
T =2n | — (matematické kyvadlo).  (16.29)
8

Rov. (16.29) plati pouze v pfipadé€, Ze Ghlovd amplituda
kmitdni 0, je mald (pokud nebude feceno jinak, povazu-
jeme tuto podminku v tkolech této kapitoly za splnénou).

Muze se zdat, Ze v rov. (16.29) chybi element setrvac-
nosti, protoZe perioda ndm vysla nezavisld na hmotnosti
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Castice. Pricina je vSak patrna z rov. (16.28): vratna tenden-
ce, mé&fend tuhosti ,.efektivni gravitacni pruziny*“ mg/L, je
sama o sobé imérnd hmotnosti ¢astice. Ob€ hmotnosti se
tedy v rov. (16.28) nakonec zkrati.

I zde se béhem kazdého cyklu méni kinetickd energie
kyvadla v potencidlni a naopak (obr. 8.7).

Fyzické kyvadlo
Skutecna kyvadla se vétSinou vyrazné odlisuji od kyvadla
matematického. Na obr. 16.11 vidime obecné fyzické ky-
vadlo; tak budeme nazyvat skutecnd kyvadla, kde hmota
neni soustfedéna do jediného bodu. Tihov4 sila mg pilisobi

vvew

/mg sinf

. |
/ |
|

|

Obr.16.11 Fyzické ky-
vadlo. Vratny silovy
moment je (mg sin6)(h).

Yy

mgcosQ\T

nachézi pfimo pod
bodem zdvésu O.

KdyZ vychylime kyvadlo na obr. 16.11 z rovnovazné
polohy v libovolném sméru o thel 8, vznikne vratny si-
lovy moment M. Tento moment pusobi vzhledem k ose
prochézejici bodem zavésu O a plati:

M = —(mgsin0)(h). (16.30)
Zde mgsinf je tecnd slozka tihové sily mg a h (délka
tsecky OT) je rameno sily pro tuto tecnou slozku. Zna-
ménko minus vyznacuje, Ze dany silovy moment ptisobi
proti vychylce. Jinymi slovy, silovy moment se vZdy snaZzi
zmensSit Ghel 6 na nulu.

Nyni opét omezime naSe Gvahy na pripad malych vy-
chylek, vezmeme tedy sinf =~ 6. Rov. (16.30) tak nabyva
tvar

M ~ —(mgh)6. (16.31)
Srovnani s rov. (16.24) ukazuje, Ze jde o analogicky piipad.
V pfipadé malé Ghlové amplitudy 6, vykondvd fyzické
kyvadlo harmonicky pohyb. Vyraz mgh v rov. (16.31) hraje
nyni roli torzni konstanty »x z rov.(16.24). Jestlize tedy
provedeme tuto substituci v rov. (16.25), dostaneme pro
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periodu fyzického kyvadla vztah (stale za podminky malé
thlové amplitudy 6p,)

1
T =2rn | —— (fyzické kyvadlo). (16.32)
V mgh

Zde I je moment setrvacnosti kyvadla vzhledem k ose,
ktera prochazi bodem zavésu kolmo k roviné kyvani, a & je
vzdélenost bodu zavésu od teZiste.

Intuitivné je jasné, Ze se fyzické kyvadlo nebude kyvat,
vzorec pro dobu kmitu totiZ plati jen pro malou vychylku,
tj. maly thel 8. V pripadé¢ i — 0 vSak i sebemensi podnét
zpusobi, Ze tato podminka nebude splnéna a Ze misto (ma-
lych) kyvt dojde prosté k otidceni kolem osy — podobné
jako kdybychom do kyvadla s vétSim /& velmi prudce vra-
zili. I frekvenci téchto otacek 1ze ovSem spocitat, ale nikoli
podle vzorce (16.32) platného pro malé thlové amplitu-
dy.

Kazdému fyzickému kyvadlu, které kmita kolem bodu
zavésu O s periodou T, odpovidd matematické kyvadlo
jisté délky Lo kmitajici se stejnou periodou 7. Tuto tzv. re-
dukovanou délku L lze zjistit z rov. (16.29). Pro dany
bod zavésu O fyzického kyvadla miZeme tak vZdy urCit
tzv. stied kyvu — bod O’, leZici na spojnici bodu zdvésu
O a tézisté ve vzddlenosti Ly od bodu zavésu ve sméru
kyvu O’ (jako tzv. reverzni kyvadlo), zjistime, Ze se kyvd
se stejnou periodou 7', jako kdyZ bylo zavéSeno v bodé€ O.
Naopak, experimentdlnim nalezenim bodii O, O’ s touto
vlastnosti 1ze urcit L a z néj a z periody T vypocitat velmi
presné hodnotu tihového zrychleni g.

Poznamenejme jesté, Ze matematické kyvadlo 1ze po-
kladat za specialni piipad fyzického kyvadla na obr. 16.11.
Skute¢né, v piipadé matematického kyvadla je vzdale-
nost & na obr. 16.11 jednodusSe jeho délka L a moment
setrvacnosti / je m L?. KdyZ tyto dvé veli¢iny dosadime do
rov. (16.32), vyjde ndm

1 mL? L
T=2n|——=2n]—— =2n_|—,
mgh mgL g

coz je presné rov. (16.29), tj. vztah pro periodu matematic-
kého kyvadla.

Méreni tithového zrychleni

Fyzickym kyvadlem lze méfit tithové zrychleni g — tisice
takovych méfeni bylo provedeno béhem geologickych pri-
zkumd.

Uvazme pro jednoduchost kyvadlo tvofené homogenni
ty¢i délky L, zavésenou na jednom konci. Pro takové kyva-
dlo je veli¢ina A v rov. (16.32), tj. vzdalenost mezi bodem
ment setrvacnosti ty¢e vzhledem k ose otaceni. Ta je kolma
k ose tyCe a prochdzi jejim koncem; z tab. 11.2f zjistime
I = %mLz. Nakonec dosadime i = %L al = %mL2 do
rov. (16.32) a fesime tuto rovnici vzhledem ke g. Vysledek
je

8n’L
- 37
JestliZe tedy zméfime délku tyCe L a periodu kmitt 7', mu-
Zeme vypocitat hodnotu g. (Pro zvyseni presnosti méfeni se
provadi celd fada vylepseni, naptiklad kyvadlo se pohybuje
ve vakuové komore).

(16.33)

KON TROLA 4: Tri fyzicka kyvadla hmotnosti mg, 2my,
a 3mg (z rznych materidld), maji stejny tvar, velikost
a bod zdvésu. Sefadte je sestupné podle jejich period
kmitd.

PRIKLAD 16.6

Metrova ty¢ na obr. 16.12a, zavésend na jednom konci, tvori
| fyzické kyvadlo. \
| (a) Jaka je jeho perioda kmitani? \
\ RESENI: Z tab.11.2f zjistime moment setrvacnosti tyce \
| vzhledem k ose otdceni, kterd je kolmd k ose tyce a prochdzi |
jejim koncem: I = %mLZ. Vzdélenost & bodu zdvésu od
téziste, které je v bodé T na obr. 16.12a, je %L. Po dosazeni
| téchto dvou veli¢in do rov. (16.32) dostaneme |

I mL?/3
T=2n|—=2n|——

mgh mg(L/2)
o |2, [ 20.00m)
3g 3(9,8m-s2)
\ = 1,64s. (Odpovéd) (16.34) |

| (b) Uvazme opét metrovou ty¢ na obr. 16.12a. Jaka je redu- |
| kovand délka Ly mezi bodem zdvésu O a stfedem kyvu? |
\ RESENI: K ureni stfedu kyvu tyce potfebujeme znat délku \
| Lo matematického kyvadla (obr. 16.12b), jehoZ perioda se |
| shoduje s periodou kmitd tyce. Musi se tedy shodovat pravé
| strany rov. (16.29) a (16.34): |

Lo 2L
T=2n|— =2 |—.
g 3g

| Tato podminka jiz ddva pozadovanou délku |

2 2
Lo = 5L = g(100 cm) = 66,7 cm. (Odpovéd)




| Vypoctena délka je rovna vzdélenosti bodu P na obr. 16.12a |
| od bodu zavésu O. Bod P je tedy stfedem kyvu daného |
| fyzického kyvadla vzhledem k danému bodu zavésu. \

o
h
| '
Y lo|T
\._})/V ~—
(@) ®

Obr. 16.12 Priklad 16.6. (a) Metrova ty¢, zavésend na jednom kon-
ci, tvori fyzické kyvadlo. (b) Matematické kyvadlo, jehoz délka L
je zvolena z podminky rovnosti period obou kyvadel. Vzddlenost
bodu P pilivodniho kyvadla (a) a bodu zavésu je Ly. Bod P je tedy
stfed kyvu ptivodniho kyvadla vzhledem k danému bodu zdvésu.

PRIKLAD 16.7
Kotou¢ o poloméru R = 12,5cm se otaci kolem bodu O,
| umisténého ve vzddlenosti 4 od jeho stfedu T (obr. 16.13). Pti
| h = R/2 ma vzniklé fyzické kyvadlo periodu 7" = 0,871 s.
| Jaké gravitacni zrychleni g je v misté, ve kterém se kyvadlo
| nachdzi?

Obr. 16.13 Priklad 16.7. Fyzické kyvadlo je tvofeno homogennim
diskem, volné pohyblivym kolem bodu zdvésu O. Vzdalenost bodu

Yy

‘ mad hodnotu I = %mRz. Podle Steinerovy véty je moment

| setrvacnosti vVi¢i ose, prochdzejici bodem O a rovnobézné

Yy

| s popsanou tézisfovou osou

| I=1Ir+mh*=1mR>+m(AR)’ = ImR2. |
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| Vrov.(16.32) tedy uplatnime [ = 3mR*ah = 1 R:

I 3mR2/4 3R
T=2n|—=2n]|———=2n|—.
mgh mg(R/2) 2g

| Nakonec tuto rovnici vyfeSime vzhledem ke g:

_6rR _ 67°(0,125m)
T2 T (0,8718)2
=9,76m-s 2.

8

(Odpovéd)

PRIKLAD 16.8

Tuéndk na obr. 16.14 se urcité vyznd ve vodnich sportech.
| Praveé se chysta ke skoku z homogenniho skokanského prk-
na, které se vlevo voln¢ otdci kolem Cepu a vpravo je pevné
spojeno s pruzinou. Délka prkna je L = 2,0 m, jeho hmot-
nost m = 12kg, tuhost pruziny k &ini 1300N-m~! a jeji
hmotnost je zanedbatelnd. Skok tuciidka vyvold kmitdni prkna
a pruziny s malou amplitudou. Pfedpokladejme, Ze prkno je
dostatecné pevné, takzZe se pri kmitani neprohyba. Naleznéte
periodu kmiténi 7.

RESENI: Pruzina pisobi na prkno proménnym momentem
sily M (vzhledem k ose otd¢eni prkna). Prkno se proto v ¢epu
otac¢i s proménnym thlovym zrychlenim e. Soucdsti tlohy
je pruzina a napadne nds, Ze vzniklé kmitdni by mohl byt
| harmonicky pohyb. Ponechme vsak prozatim tuto otdzku
| otevienou. Misto toho pouZijeme nejprve rov. (11.30) spolu
| srov. (11.35):

[ M = LFsin90° = [¢. (16.35)
| Zde I je moment setrvacnosti skokanského prkna pfi jeho
| otd¢eni kolem Cepu, F je sila, kterou plsobi pruZina na pravy
| konec prkna, a 90° je thel, ktery svird podélnd osa prkna se
| smérem sily F.

| Prkno predstavuje v podstaté tenkou ty¢ upevnénou na
| jednom konci, takZe podle tab. 11.2f mame I = mL?/3. Pru-
| Zina vytvaii silu F = —kx, kde x je svisld linedrni vychylka
| pravého konce prkna.

| Tyto vyrazy pro F a I dosadime do druhého a tfetiho clenu
| vrov.(16.35). Mdme tedy

mL%e
—Lkx = .

(16.36)

| Posledni rovnice predstavuje kombinaci linedrni svislé vy-
| chylky x a Ghlového zrychleni ¢ pfi rotaci prkna kolem Cepu.
| MuzZeme ji vSak prepsat do tvaru, ktery obsahuje pouze Ghlové
| veli¢iny. Podle rov. (11.15) totiZ plati

| s =0r.
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| Zde 6 je thlovd vychylka prkna pfi jeho rotaci kolem ce-
| pu, r = L je polomér této rotace a s znaci délku oblou-
ku, po kterém se pohybuje pravy konec prkna. Pro malé
thlové vychylky & muzeme délku oblouku s aproximovat
svislou vychylkou x. NapiSeme tedy x = 6L a dosadime do
rov. (16.36):

L2
_rLkoL = "8

| Po jednoduché tGpravé nakonec mame \

‘ 3k
£ =——0.
m

(16.37)

| Tato rovnice je Ghlova varianta zakladni rov.(16.7). Rikd
| ndm, Ze prkno skuteéné vykonava harmonické kmity s Gh-
| lovym zrychlenim ¢ a s Ghlovou vychylkou 6. Srovnéni |
| rov. (16.37) a (16.7) navic poskytuje thlovou frekvenci pro |
| tento oscildtor: \
, 3k ‘
w = —,
m

| to znamend w = +/3k/m. Nakonec uplatnime rov. (16.4), |
| podle které w = 2/ T, a tedy \

T = _— =
3(1300N-m~1)

\ =0,35s. (Odpovéd)

(I2ky)

\
| S piekvapenim zjistujeme, Ze vyslednd perioda nezévisi na |
| délce prkna L. Kdybychom uvaZovali pusobeni tihové sily |
| prkna, dostali bychom stejny vysledek, avSak rovnovaznd |
| poloha by byla niZ (viz ptiklad 16.3). \

:

Obr.16.14 Priklad 16.8. Skok tu¢ndka vyvold kmitdni pruZiny
a skokanského prkna. Na levém konci se prkno ota¢i kolem cepu.

16.7 KMITANI A ROVNOMERNY
KRUHOVY POHYB

V roce 1610 objevil Galileo s pouZitim svého novée se-
strojeného dalekohledu ¢tyfi hlavni mésice planety Jupiter.
Pri pozorovani, provadéném v prubéhu nékolika tydnt, se
kazdy z mésict pohyboval tam a zpét v okoli planety. Dnes

bychom asi fekli, Ze pohyb kazdého mésice se jevil jako har-
monicky pohyb kolem disku Jupitera coby rovnovdzné po-
lohy. Zaznamy téchto pozorovani, psané Galileovou vlastni
rukou, jsou dodnes poucné. A.P. French, pracovnik MIT,
sestrojil na zdkladé Galileovych zdznami ¢asovou zdvis-
lost zdanlivé polohy mésice Callisto vzhledem k Jupiteru.
Vyslednou kfivku vidime na obr. 16.15: malé krouzky zn4-
zornuji pfimo Galileovy hodnoty a samotnd kiivka predsta-

o 15
g Tzépad
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2
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°
> « .
> 0 pocet noci
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lv;’lchod
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15.I. 20 25 30 5.1 10 15 20 25 1.1
Obr.16.15 Uhel mezi Jupiterem a jeho mésicem Callisto, mé-
feny pfii pozorovani ze Zemé. Malé krouzky odpovidaji Galile-
ové pozorovani z roku 1610. ProloZend kfivka silné pfipomind
casovou zdvislost vychylky pro harmonicky pohyb. Ze zndmé
stiedni vzddlenosti Jupitera od Zemé spoéteme, Ze 10 thlo-
vych minut odpovid4 oblouku délky zhruba 2-10° km. (Pfevzato
z knihy A.P. French, Newtonian Mechanics, W.W. Norton &
Comp., New York, 1971, p. 288.)

vuje nejlepsi aproximaci téchto hodnot, ziskanou vhodnymi
numerickymi metodami. Kfivka silné€ pfipomind vychylku
pro harmonicky pohyb, uréenou rov. (16.3). Perioda pohy-
bu, odectend piimo z grafu, ¢ini pfiblizné 16,8 dnd.

Ve skutecnosti vsak krouzi Callisto kolem Jupitera
s prakticky konstantni rychlosti po prakticky kruhové dra-
ze. Jeho skute¢ny pohyb tedy neni ani zdaleka harmonicky;
je to rovnomérny kruhovy pohyb. A to, co Galileo vidél,
byla projekce rovnomérného kruhového pohybu na piim-
ku, leZici v rovin€ pohybu. Pozoruhodna Galileova méfeni
nas tak pfivadéji k zavéru, Ze rovnomérny kruhovy pohyb,
pozorovany ze strany, ddva harmonicky pohyb. Receno for-
malnéji:

Projekci rovnomérného kruhového pohybu na pramér
kruZnice, po niZ kruhovy pohyb probihd, vznikd harmo-
nicky pohyb.

Na obr. 16.16a vidime priklad takové projekce. Refe-
rencni Cdstice P’ vykondvéa rovnomérny kruhovy pohyb;
pohybuje se (konstantni) thlovou rychlosti w po referencni



kruznici. Polomér kruzZnice xp, udava soucasné velikost po-
lohového vektoru &éstice. Uhel, ktery svird privodié &dstice
s osou x v Case t, je roven wt + ¢, kde ¢ je velikost tohoto
thlu v caset = 0.

(©
Obr.16.16 (a) Referencni ¢astice P’ se rovnomérné pohybuje
po referenc¢ni kruzZnici o poloméru xp,. Polohu ¢astice P ziskame
projekci polohy P’ na osu x. Cdstice P vykondvd harmonicky
pohyb. (b) Projekci vektoru rychlosti v referencni Castice do-
staneme rychlost harmonického pohybu. (c) Projekci vektoru

zrychleni a referencni Cdstice dostaneme zrychleni harmonic-
kého pohybu.

Projekei polohy &dstice P’ na osu x dostaneme novou
polohu. Rekné&me, e se v ni nachdzi jind Castice, Castice P.
Jinymi slovy, projekci polohy édstice P’ na osu x dosta-
neme polohu x (¢) ¢astice P. Snadno vidime, Ze plati

x(t) = xpcos(wt + @).
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To je presné rov. (16.3). NaS zavér je tedy spravny: jestlize
referen¢ni ¢dstice P’ vykondvd rovnomérny kruhovy po-
hyb, vykondva projektovana Castice P harmonicky pohyb.

Tento vztah vrhd nové svétlo na Ghlovou frekvenci w
harmonického pohybu. Ukazuje ndm, odkud se vzalo ad-
jektivum ,,ihlova®. Veli¢ina w je jednoduse konstantni Gh-
lovd rychlost pohybu referenéni ¢astice P’ po referencni
kruZnici; fazova konstanta ¢ je urcena polohou referencni
Castice P’ na referenéni kruZnici v ¢ase t = 0.

Na obr. 16.16b vidime rychlost referen¢ni &éstice P’.
Velikost vektoru rychlosti je wxp,, jeho projekei na osu x
dostaneme

v(t) = —wxpy sin(wt + @),

cozZ je presné rov. (16.5). Rychlost ¢astice P na obr. 16.16b
mifi doleva, ve sméru klesajici vychylky x. Tomu odpovida
zéporné znaménko v uvedeném vzorci pro rychlost.

Obr. 16.16¢ ukazuje zrychleni referencni ¢éstice P.
Velikost vektoru zrychleni w?xy, a jeho projekce na osu x
ma tvar

a(t) = —a)zxm cos(wt + @),

tedy piesné tvar rov. (16.6). Af uz tedy zkoumame vychyl-
ku, rychlost nebo zrychleni, projekci rovhomérného kruho-
vého pohybu dostaneme vskutku harmonicky pohyb.

16.8 TLUMENY OSCILATOR

Kyvadlo ponofené do vody se patrné viibec kyvat nebude;
bude se tfit o vodu natolik, Ze se jeho pohyb rychle utlumi.
Lepsi je to u kyvadla ve vzduchu, ale i zde se pohyb po
Case zastavi, protoZze vzduch opét pusobi na kyvadlo tfeci
silou, a tim mu odebird mechanickou energii. Tfeni ptsobi
také v bodé zavésu kyvadla.

Jestlize vnéjsi sila tlumi pohyb oscilatoru, hovoiime
o tlumeném oscildtoru, popfipadé o tlumeném kmita-
ni. Idealizovany priklad tlumeného oscildtoru vidime na
obr. 16.17: té€leso o hmotnosti m kmita na pruzing tuhosti .
Téleso je spojeno ty¢i s pistem, ponofenym v kapaliné
(hmotu tycCe i pistu zanedbame). Pfi pohybu pistu nahoru
a doll ptisobi na néj (a tedy na cely kmitajici systém) ka-
palina brzdnou tfeci silou. V pribéhu casu se mechanicka
energie soustavy pruZina + t€leso zmensuje, jeji Cast se
spotfebuje na zahtati kapaliny a pistu.

Predpokladejme, Ze brzdna sila F,, kterou ptisobi ka-
palina na pist, je tmérnd rychlosti v pistu a télesa (tento
predpoklad splnén, pokud se pist pohybuje pomalu). Je
tedy

Fy, = —bv, (16.38)
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Obr. 16.17 Idealizovany piiklad tlumeného harmonického os-
cilatoru. Pist ponofeny do kapaliny pusobi na kmitajici téleso
tlumici silou.

kde b je soucinitel Gtlumu. Tato konstanta zdvisi na vlast-
nostech pistu a kapaliny. Jeji jednotka v soustavé SI je
kg-s~!. Zdporné znaménko ukazuje, Ze tieci sila plisobi
vzdy proti rychlosti. Na hmotné téleso tak pusobi vysledna
sila

Fy, = —kx — bv

neboli, jestlize poloZzime v = dx/dt,

d
F, = —kx —b—x.

16.39
” ( )

Tuto celkovou silu dosadime do druhého Newtonova zdko-
na. Vysledkem je diferencidlni rovnice

d2x dx
— +b— +kx =0,
mdt2+ dt+x

jejimz fesenim je funkce

=) (16.40)

x(t) = xme cos(w't + @),
kde Ghlovd frekvence ' tlumeného oscildtoru je ddna vy-
razem

b2

=~ (16.41)

S
I
3| =

Jestlize tlumeni Upln€ chybi, tj. jestlize b = 0, redukuje
se rov. (16.41) na rov. (16.11) a dostdvime zndmy vyraz
w = /k/m pro Ghlovou frekvenci netlumeného oscilato-
ru. Podobné se v tomto piipadé rov. (16.40) redukuje na

rov. (16.3) pro vychylku netlumeného oscilatoru. Jestlize
je tlumeni slabé, presndji jestlize b < vkm, plati o’ = w.
JestliZe je naopak tlumeni silné, bude pfi jisté kritické hod-
noté soudinitelu Gtlumu b = 2+/km vyraz pod odmocni-
nou v rov. (16.41) nulovy a pfi jeste vétSim tlumeni dokonce
zéporny. Reseni diferencidlni rovnice se pak kvalitativn&
méni. Rozborem tohoto aperiodického pohybu se nebu-
deme ddle zabyvat.
Funkce v rov. (16.40) se chova jako oscilujici funkce
s postupné klesajici amplitudou xy,e /@™ Tento zavér
je také naznacen na obr. 16.18. Jak jsme vidéli dfive, v pfi-
padé netlumeného oscildtoru je mechanicka energie kon-
stantni a je ddna rov.(16.23): £ = %kx% U tlumeného
oscilatoru mechanicka energie s Casem klesa. Pro slabé
tlumeni miZeme amplitudu xp, v rov. (16.23) nahradit vy-
razem xpe /@M 7Ziskdme tak zdvislost
E(t) ~ YkxZe /™, (16.42)
kterd nam k4, Ze mechanickd energie tlumeného oscildtoru
klesa exponencidlné s ¢asem.

X
—bt/(2m)
+Xm = *m® x(t)
/
______ il mnani [ NANAWANES
0 T 2 3 5 1(s)
~Xm—= \—xme’b’/(z’")

Obr.16.18 Casovi zévislost vychylky tlumeného oscildtoru na
obr. 16.17. PouZzité parametry odpovidaji hodnotim v pf. 16.9.
Amplituda kmitdni, uréend vyrazem xpe?/®™ klesd expo-
nencidlné s ¢asem.

| ..
| PRIKLAD 16.9

|
| Tlumeny oscildtor na obr. 16.17 je popsdn parametry m = |
| =250g,k =85N-m~'ab=70gs". \
| (a) Urcete periodu kmiténi. |
’ RESENI: Protoze plati b « Vkm = 4,6kgs™!, pe- \
| rioda je pfiblizné urcena vyrazem pro netlumeny oscildtor. |
| Zrov. (16.12) dostaneme |

T = B ——
’ (85N-m~1)

0,25kg)
(Odpovd) |

[ =0,34s.

| (b) Za jak dlouho se zmensi amplituda kmitani na polovinu |
| své pocatecni velikosti? |



\ RESENI: Zavislost amplitudy na case ¢ je urcena rov- \
| nici (16.40). Amplituda klesd podle vztahu xpe?/@™ _ Jeji
| pocatecni velikost v ¢ase t = 0 je xp,. Hledame tedy takovy |
| Cas t, ktery spliiuje rovnici |

i e = Ly ‘

| Obg strany rovnice d&lime x, a srovname pfirozeny logarit- |

| mus obou stran nové rovnice: |
bt

Inl =1In(Ee?/Cmy = - —
2 ( ) m

\ neboli \

L T2mIn(1/2) _ —2(0,25ke)(In(1/2)) _
- b ~ (0,070kgs™!)

\ =5,0s. (Odpovéd) |

i Na zédkladé vysledku Césti (a) miizeme také fici, Ze za vypoc-
| tenou dobu prob&hne pfiblizné 15 kmita.

\
| (c) Za jak dlouho se zmensi mechanicka energie oscildtoru |
na polovinu své pocatecni velikosti? |

RESENI: Vyjdeme z rov. (16.42): mechanicka energie v ¢a-
—bt/m

se ¢ je rovna %erzne , jeji velikost v Case t+ = 0 byla
%kx‘%‘. Hleddme tedy takovy cas ¢, ktery spliluje rovnici

1 (1.2 §
> (3kxn) |
Obé strany rovnice délime %kx‘%‘ a novou rovnici feSime

| vzhledem k neznamé ¢, podobné jako v &asti (b). Nakonec |
| dostaneme

3 1,2 —bt/m _
‘ Ekxme =

b T (0,070kg-sh)

=2,5s. (Odpovéd)

\
[ —min(1/2) _ —025ke)(In(1/2)) _ ‘
\ \
| Vysledkem je tedy presné polovina doby, vypoctené v asti (b) \
tlohy, tj. pfiblizné 7,5 period. Nakonec poznamenejme, Ze |
¢iselné hodnoty parametrl z této vzorové tlohy byly pouZity |
na obr. 16.18.

KONTROLA 5: Uvazme tfi tlumené oscildtory podle
obr. 16.17. Jejich parametry jsou zadany v nasledujici
tabulce. Ve druhém sloupci tabulky je tuhost pruziny, ve
tfetim konstanta Gtlumu a ve ¢tvrtém hmotnost télesa.

oscilator 1 2ky by mog
oscilator2 kg 6by 4mg
oscilaitor3 3ky 3by myg

Usporadejte oscilatory sestupné podle doby, za kterou
klesne jejich mechanickd energie na jednu Ctvrtinu své
pocatecni hodnoty.
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16.9 NUCENE KMITY A REZONANCE

Kdyz se nékdo pasivné houpd na houpacce, je to ptiklad
volného kmitdni. JestliZe n¢jaka dalsi osoba houpacku na-
vic periodicky tahd nebo tlaci, jako na obr. 16.19, probiha
nucené kmitdni. V tomto pripadé€ se musime zabyvat dvéma
thlovymi frekvencemi. (1) Viastni Ghlova frekvence w je
uhlova frekvence systému ndhle vyvedeného z rovnovahy
a pak ponechaného volné kmitat. (2) Uhlov4 frekvence wy,
vngjsi budici sily.

Obr. 16.19 Z fyzikdlniho hlediska jsou na obraze Nikolase Lan-
cretanaznaceny dve frekvence: (1) vlastni frekvence, tj. frekven-
ce, s jakou by se slecna houpala, kdyby byla ponechdna sama
o sobg, a (2) frekvence, s jakou tahd jeji pfitel za provaz. Rezo-
nance nastane, jsou-li tyto frekvence shodné.

K predstavé nuceného kmitani harmonického oscild-
toru pouzijeme opét obr. 16.17. Musime ovSem predpokla-
dat, Ze se ,,pevny nosnik* nyni pohybuje harmonicky na-
horu a doli s ndmi uréenou Ghlovou frekvenci wy. U tako-
vého oscildtoru se nakonec ustavi nucené kmity s tthlovou
frekvenci wyp budici sily a s vychylkou

x(t) = xm cos(wpt + @), (16.43)

kde xp, je amplituda nucenych kmita.

Velikost amplitudy vychylky xp, je ddna pomérné kom-
plikovanou funkci proménnych w a wyp. Jednodussi je po-
psat amplitudu rychlosti nucenych kmitl vy: amplituda
rychlosti je nejvétsi, jestlize splnime podminku

wp = w (rezonance). (16.44)
Tato podminka rezonance je soucasné pribliznou podmin-
kou pro nejvétsi amplitudu nucenych kmitl xp,. Jestlize
strkdme houpacku s frekvenci rovnou jeji vlastni frekven-
ci, dosdhneme velké amplitudy vychylky i amplitudy rych-
losti. Déti k tomu dospéji velmi rychle metodou zkousek
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aomyld. Jestlize strkdme s jinou frekvenci, bud vyssi, nebo
niz§i, amplitudy vychylky a rychlosti nucenych kmitt bu-
dou malé.

Na obr. 16.20 je zobrazena zavislost amplitudy vy-
chylky nucenych kmitti na thlové frekvenci budici sily pro
tfi hodnoty konstanty Gtlumu b. VSimnéte si, Ze ve vSech
tiech piipadech je amplituda nucenych kmitti nejvetsi pfi-
blizné pro wp/w = 1, to znamend pfibliZzné pfi splnéni
rezonanéni podminky rov. (16.44). Z kfivek na obr. 16.20
je patrna i nasledujici zdvislost: ¢im je tlumeni slabsi, tim
je rezonancni vrchol vys$s$i a uzsi.

b=50g-s~! (nejmensi tlumen)

amplituda

0,6 0,8 1,0 1,2 L4
wp/w

Obr.16.20 Amplituda vychylky nucenych kmitl x,, se méni
v zavislosti na thlové frekvenci wy, budici sily. Amplituda je
nejvetsi priblizné pfi wp/w = 1, tj. pfiblizné pfi splnéni rezo-
nan¢ni podminky. Kfivky na obrdzku odpovidaji tfem riznym
hodnotam konstanty Gtlumu b.

Vsechny mechanické soustavy vykazuji jednu nebo
vice vlastnich frekvenci. KdyZ na né€ pasobi velkd vnéjsi
budici sila s frekvenci, kterd je v blizkosti jedné z vlastnich
frekvenci soustavy, mohou vznikajici nucené kmity zpa-
sobit mechanické poruseni. Napriklad letecti konstruktéfi
musi zajistit, aby se vlastni frekvence kiidel lisila od frek-
vence pistil pfi letovych otdckdch motoru. Bylo by pocho-
pitelné€ nebezpecné, kdyby se pri urcitych otackach motoru
zacalo kridlo divoce tfepat.

Prikladem destruktivniho piisobeni rezonance je i zfi-
ceni 1,4 km dlouhého tiseku Nimitzovy ddlnice, které jsme
vidéli na Gvodni fotografii této kapitoly. Pfi prichodu
seizmickych vin danou oblasti doSlo ke kmitdni podlozi
s nejvetsi amplitudou rychlosti na thlové frekvenci okolo
9rad-s~!. Tato frekvence odpovidd téméF presné vlastni

thlové frekvenci horizontalnich konstrukénich dilt dalni-
ce. Pricina toho, Ze ke zficeni doSlo pravé jen v uvedeném
useku, je patrna na obr. 16.21: dalnice zde byla postavena
na volné ¢lenéném jilovitém podlozi, které béhem otresi
vykazovalo pfinejmensim pétkrdt vétsi amplitudu rychlos-
ti, neZ tomu bylo u skalnatého podlozi v ostatnich dsecich

dalnice.

most pres zaliv

Nimitzova

. dalnice
)ém Francisco

0 2km Oakland

| E—]
D jilovité usazeniny
|:| usazené horniny

|:| vodni plocha

Obr. 16.21 Geologickad struktura ¢dsti Oaklandu v okoli zdlivu
San Francisco s vyznacenim zficeného tseku Nimitzovy délni-
ce. (Pfevzato z ¢lanku ,,Sediment-Induced Amplification and the
Collapse of the Nimitz Freeway* autor S.E. Hougha a ostat-
nich, uvetejnéného v Casopise Nature 26. dubna 1990).

Parametricka rezonance

Slecna z obr. 16.19, ale houpajici se sama bez pomoci prite-
le, stejné jako samostatné se houpajici déti na obr. 16.1 jsou
prikladem nového jevu — neni to vysSe popsand rezonance
pfi plsobeni vnéjsi budici sily, ale tzv. parametricka re-
zonance. Pi ni se soustava udrZuje v kmitdni tim, Ze se
pravidelné méni jeji vhodny vnitini parametr. V tomto pii-
padé se kyvanim nohama vsedé anebo pokréovanim nohou
vestoje méni moment setrvacnosti houpacky s pasazérem
vici ose rotace. Oproti obycejné rezonanci jsou zde nékteré
pozoruhodné rozdily. Jeden tplny kmit houpacky je, fek-
néme, od levé krajni polohy pfes nejnizsi polohu, pravou
krajni polohu, opét nejnizsi polohu a zpét do vychozi levé
krajni polohy. Béhem né&j se ale dité skr¢i dvakrat — jde
do kolen vzdy, kdyZ jde houpacka dold do nejnizsi polohy!
Rezonan¢ni frekvence wp tohoto mechanismu houpéni je
tedy zfejmé dvojndsobnd oproti vlastni frekvenci w houpac-
ky; plati w, = 2w. Dalsi zvlastni odchylkou od nucenych
kmitl je to, Ze parametrickou rezonanci lze sice zesilit uz
existujici kmity, ale nelze se s ni rozhoupat z naprostého
klidu. Matematické vySetfovani takovych kmitl je vSak

wevs
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Frekvence

Libovolny periodicky pohyb (libovolné kmitdni) ma svou frek-
venci f, urCujici pocet kmiti za jednu sekundu. V systému SI je
jednotkou frekvence hertz:

1 hertz = 1 Hz = 1 kmit za sekundu = 1571, (16.1)

Perioda
Perioda T je Cas potfebny k provedeni jednoho tplného kmitu
(jednoho tplného cyklu pohybu). Perioda souvisi s frekvenci

vztahem :
T =—.

16.2
7 (16.2)

Harmonicky pohyb

V pripad€ harmonického pohybu je vychylka castice z rovno-

vazné polohy popsdna vztahem
x(t) = xp cos(wt + @) (vychylka), (16.3)

ve kterém xy, je amplituda vychylky, veli¢ina (ot + @) je fdze

pohybu a ¢ je fdzovd konstanta. Uhlovd frekvence w souvisi

s periodou a s frekvenci pohybu vztahy

2n

0= =0nf (16.4)

(Ghlova frekvence).

Prvni a druhd derivace rov. (16.3) urcuji casovou zavislost rych-
losti a zrychleni ¢éstice béhem harmonického pohybu:

(16.5)
(16.6)

v(t) = —wxpy sin(wt + @)
2

(rychlost),

a(t) = —w xy cos(wt + @)  (zrychleni).
Kladnd veli¢ina wxy, v rov.(16.5) se nazyva amplituda rych-
losti pohybu vy,. Kladnd veli¢ina w?xy, v rov. (16.6) se nazyvd

amplituda zrychleni pohybu ap,.

Harmonicky oscildtor

Jestlize castici o hmotnosti m vraci do rovnovazné polohy sila
umérnd vychylce, tj. F' = —kx, dojde k harmonickému kmitani
s parametry w a T, kde

[ k
W=, — (Ghlova frekvence)
m
[m
T =2n/—
k

Takovy systém se nazyva harmonicky oscildtor.

(16.11)

(perioda). (16.12)

Energie

Cistice, kterd vykondva harmonicky pohyb, m4 v libovolném
Case kinetickou energii Ex = %mv2 a polohovou energii
E, = %kxz. JestliZe neuvaZzujeme tienti, zistava celkovd mecha-
nickd energie E = Ex + E}, béhem pohybu konstantni, zatimco
Ex a Ej se méni.

Kyvadla

Harmonicky pohyb vykazuji napiiklad torzni kyvadlo na ob-
razku 16.8, matematické kyvadlo na obr. 16.10 a fyzické kyvadlo
na obr. 16.11. V pripadé malych vychylek je pro tyto systémy
perioda urcena po fadé vztahy

[
T =2,/ —
%
L
T =2n[—
8

1
T =2n|—— (fyzické kyvadlo). (16.32)
V mgh

Ve vsech piipadech se ve vyrazu pro periodu objevuje podil
»setrvacného® ¢lenu a ,,vratného* ¢lenu. Vratny ¢len vyjadiuje
velikost tendence k ndvratu do rovnovédzné polohy.

(torzni kyvadlo), (16.25)

(matematické kyvadlo) (16.29)

Kmitdni a rovnomérny kruhovy pohyb

Harmonicky pohyb vznika také projekci rovnomérného kruho-
vého pohybu na priimér kruZnice, po niZ kruhovy pohyb probihd.
Obr. 16.16 ukazuje, jak vSechny parametry rovnomérného kru-
hového pohybu (poloha, rychlost a zrychleni) prechdzeji uvede-
nou projekci na odpovidajici hodnoty pro harmonicky pohyb.

Tlumeny oscildtor

U redlnych kmitajicich systému se mechanickd energie E béhem
pohybu postupné zmensuje, protoZze plsobi brzdné treci sily,
které pfevad&ji mechanickou energii na teplo. Rikdme, Ze pohyb
redlného oscildtoru je tlumeny. V piipade, kdy je brzdnd sila
urCena vztahem Fy, = —bv, kde v je rychlost oscildtoru a b je
konstanta titlumu, ma Casova zavislost vychylky oscilatoru tvar

—bt/2m

x(t) = xpe cos(w't + @), (16.40)

kde o’ je Ghlovd frekvence tltumeného oscildtoru, urend vztahem

(16.41)

Pro malou hodnotu konstanty Gtlumu (b < +/km) tedy mame
@' = w, kde w je Ghlovd frekvence netlumeného oscildtoru. Pro
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mald b ubyva mechanickd energie oscildtoru podle vztahu

E@t) ~ SkxZe /™. (16.42)

Nucené kmity a rezonance
Jestlize na systém s viastni Ghlovou frekvenci o plsobi vnéjsi
budici sila s ihlovou frekvenci wy, systém se rozkmita s Ghlovou

frekvenci wp. Amplituda rychlosti nucenych kmitd je pfitom
nejvetsi pri splnéni podminky rezonance
wp = . (16.44)

Pfi malém tlumeni je za téZe podminky nejvétsi amplituda vy-
chylky xp,.

OTAZKY

1. Ktery z nasledujicich vztahii mezi zrychlenim a a polohou
castice x implikuje harmonicky pohyb: (a) a = 0,5x, (b) a =
=400x2, () a = —20x a (d) a = —3x%?

2. Naobr. 16.22 je vynesena Casova zdvislost zrychleni a(¢) pro
Castici, kterd vykondva harmonicky pohyb. (a) Kterému z ¢is-
lovanych bodi odpovidd poloha —xn,? (b) Je rychlost ¢éstice
v bod¢ 4 kladnd, zdpornd, nebo nulova? (c) Odpovidd bodu 5
poloha ¢éstice —xy, +xm, 0, mezi —xy, a 0, nebo mezi 0 a +xp,?

e

Obr.16.22 Otdzka 2

3. Vychylka kmitajici ¢astice je popsdna vztahem
X = Xy cos(wt + ¢).

Urcete, zda se Castice v Case t = 0 nachazi v —xn, v +xn,
v pocdtku, mezi —x, a 0, nebo mezi 0 a +xp,, jestliZe je ¢ rovno
(a) /2, (b) —1t/3, (c) —3n/4 a (d) 3n/4.

4. Ktera z nasledujicich relaci popisuje fazovou konstantu ¢
pro harmonicky pohyb na obr.16.23a: (a) —t < ¢ < —n/2,
b)r < ¢ <3n/2,nebo (¢c) —3n/2 < ¢ < —n?

X v

A

(@) (b)
Obr.16.23 Otizky 4 a5

5. Na obr. 16.23b vidime rychlost Castice, kterd vykonava har-
monicky pohyb. Urcete, zda Céstice s rychlosti odpovidajici

(a) bodu A na grafu a (b) bodu B na grafu je v klidu, pohybuje
se smérem k bodu —xp,, nebo se pohybuje smérem k bodu xp,.
Dale urcete, zda se Castice s rychlosti odpovidajici (c) bodu A
na grafu a (d) bodu B na grafu nachazi v bodé —xp,, v bodé xp,,
v bod€ 0, mezi —x,;, a 0, nebo mezi 0 a x,,,. Nakonec rozhodnéte,
zda se rychlost odpovidajici (e) bodu A na grafu a (f) bodu B
zvétSuje, nebo zmensuje.

6. Na obr. 16.24 vidime ¢tyfi oscilatory s vesmés stejné tuhymi
pruZinami a stejné¢ hmotnymi telesy. Jaky je fazovy rozdil dvou
oscildtorl (a) na obr. 16.24a a (b) na obr. 16.24b? (c) Jaky je
fazovy rozdil Cerveného oscildtoru na obr. 16.24a a zeleného
oscildtoru na obr. 16.24b?

X =—Xn X =-+xn
(a) (b)
Obr. 16.24 Otdzka 6

7. Pruzina a téleso tvori harmonicky oscilator umistény (1) na
vodorovné hladké podloZce jako na obr. 16.5, (2) na naklonéné
hladké podlozce, svirajici 45° s vodorovnou rovinou (téleso je
pripevnéno ke spodnimu konci pruZiny), a (3) svisle s pruZinou
upevnénou na strop€ a télesem zaveésenym na pruZing. Uspora-
dejte oscildtory v sestupném smyslu podle (a) protaZeni pruziny
v rovnovazné poloze oscilatoru, (b) frekvence kmitani.

8. Tri pruZiny jsou upevnény na stropé a na jejich spodni konce
jsou zavéSena tfi télesa. Hmotnosti téles jsou m; > my > ms3.
V klidovém stavu jsou protaZeni pruZin vesmés stejna. U kazdé
soustavy vyvoldme harmonicky pohyb ve svislém sméru. Uspo-
fadejte soustavy v sestupném smyslu podle periody kmita.

9. Naobr. 16.25 vidime tfi zafizeni sloZend z télesa a identickych
pruzin. Centrdlni poloha t€lesa odpovida nezatizené délce pruZzin.
Sefadte zafizeni sestupné podle frekvence kmitd.

10. Teleso hmotnosti m je zavéSeno na pruZiné tuhosti k. U sou-
stavy vyvoldme harmonicky pohyb ve svislém sméru. Poté pru-
Zinu rozpllime a na jednu jeji polovinu zavésime totéz téleso.
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Obr. 16.25 Otiazka 9
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Opét vyvolame kmitani. Vykazuje vyssi frekvenci oscilator s pu-
vodni, nebo se zkracenou pruzinou?

N2

11. Jestlize zatiZime svisle visici pruzinu A télesem hmot-
nosti m a svisle visici pruzinu B télesem mensi hmotnosti m;,
bude protaZeni obou pruZin stejné. Nyni vyvoldme u obou sou-
stav (pruZina + téleso) harmonicky pohyb se stejnou amplitudou
vychylky. Ktery z obou osciltorit ma vétsi mechanickou energii?

12. Amplituda vychylky jistého harmonického oscildtoru byla
zdvojndsobena. Urcete, zda se nasledujici veli¢iny zvétsi, zmen-
$i, nebo zistanou stejné: (a) perioda, (b) tuhost pruZiny, (c) cel-
kova mechanickd energie, (d) maximdlni rychlost a (e) maxi-
malni zrychleni.

13. Na obr. 16.26 vidime tfi fyzickd kyvadla tvofend identic-
kymi homogennimi koulemi vesmés téZe hmotnosti, pevné spo-
jenymi stejné dlouhymi ty¢emi zanedbatelné hmotnosti. Kazdé
kyvadlo se otd¢i kolem vyznaceného bodu zdvésu O. Sefadte
kyvadla v sestupném smyslu podle period jejich kmitd.

e O

(@) ® (0
Obr.16.26 Otdzka 13

14. Na stropé kabiny stojiciho vytahu je zavéseno kyvadlo. Pe-
rioda jeho kmitt je T'. Urcete, zda se perioda zvétsi, zmensi, nebo
zUstane stejna, jestliZe se kabina vytahu pohybuje (a) konstantni
rychlosti smérem nahoru, (b) konstantni rychlosti smérem dold,
(c) dolii s konstantnim zrychlenim ve sméru nahoru, (d) nahoru
s konstantnim zrychlenim ve sméru nahoru, (e) nahoru se zrych-
lenim a = g ve sméru doli a (f) doli se zrychlenim a = g ve
sméru dolu.

15. Ve voziku, stojicim na vodorovné plose, je upevnéno ky-
vadlo. Perioda jeho kmitd je T'. Urcete, zda se perioda zvétsi,
zmen§i, nebo zustane stejnd, jestlize vozik umistime na naklo-
néné rovin€, sklonéné o thel 6 vzhledem k roviné vodorovné
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(obr. 16.27) a jestliZze se vozik (a) nepohybuje, (b) pohybuje
s konstantni rychlosti po naklonéné roviné smérem dold, (c) po-
hybuje s konstantni rychlosti po naklonéné rovin¢ smérem naho-
ru, (d) pohybuje po naklonéné roviné smérem nahoru s konstant-
nim zrychlenim, orientovanym podél naklonéné roviny smé-
rem nahoru, (e) pohybuje po naklonéné roviné¢ smérem doli
s konstantnim zrychlenim, orientovanym podél naklonéné ro-
viny smérem nahoru, (f) pohybuje po naklonéné roviné smérem
dolu s konstantnim zrychlenim a = g sin 0, orientovanym podél
naklonéné roviny smérem dolt, a (g) pohybuje po naklonéné
roviné smérem nahoru s konstantnim zrychlenim a = g siné,
orientovanym podél naklonéné roviny smérem dolt.

Obr.16.27 Otdzka 15

16. Mame sestrojit pristroj pro pfenos kmitdni na obr. 16.28.
Pristroj je sloZen ze dvou soustav pruZina + téleso. Ob& pru-
Ziny jsou upevnény na pruzné tyci. Jestlize protdhneme pruZinu
prvni soustavy a pak ji uvolnime, vznikne harmonicky pohyb
s frekvenci fj. Kmitdni se prendsi na ty¢ a ta plsobi budici
silou na druhou soustavu. Vynucujici sila tedy osciluje s frek-
venci fi. Pfi konstrukci pfistroje si mame vybrat ze Ctyt pru-
7in a Ctyf hmotnych t&les: tuhosti pruZin k jsou 1600N-m~!,
1500N-m~!, 1400N-m~! a 1200N-m~!, hmotnosti t€les m
jsou 800kg, 500 kg, 400 kg a 200 kg. Nasim cilem je dosdhnout
maximdlni amplitudy kmitti u druhé soustavy. Kterou pruZinu
a které tleso vyberete pro jednotlivé soustavy? Reste bez pro-
vadeéni detailniho vypoctu.

X

soustava 1 soustava 2

Obr. 16.28 Otazka 16

/pruiné ty¢

CVICENI

ODST. 16.3 Pohybova rovnice pro harmonicky pohyb

1C. Uvazujme harmonicky kmitajici t€leso. Doba mezi dvéma
po sobé nasledujicimi okamziky, ve kterych je rychlost télesa
nulov4, ¢ini 0,25 s. Prostorova vzdalenost poloh télesa v téchto

& ULoHY

dvou okamZicich je 36 cm. Vypoctéte (a) periodu, (b) frekvenci,
a (c) amplitudu pohybu.

2C. Pohyb zavazi kmitajictho na pruziné se od jistého ¢asového
okamZiku zacéind po 0,75 s opakovat. Naleznéte (a) periodu po-
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hybu, (b) frekvenci v hertzich a (c) Ghlovou frekvenci v radidnech
za sekundu.

3C. Zavazi o hmotnosti 4,00 kg je zaveéseno na pruzinu. PruZina
se tim prodlouzi o 16,0 cm vzhledem ke své nezatizené délce.
(a) Jaka je tuhost pruziny? (b) Dané zavazi odstranime a na
tutéZ pruzinu zavésime zdvazi o hmotnosti 0,500 kg. Poté pru-
Zinu jesté ponékud protdhneme a uvolnime. Jakd bude perioda
vzniklych kmita?

4C. Oscilétor je tvoren zavazim o hmotnosti 0,500 kg zavése-
nym na pruZiné. JestliZze ho rozkmitdme s amplitudou 35,0 cm,
pohyb se po kazdych 0,500s opakuje. Naleznéte (a) periodu
kmitani, (b) jeho frekvenci, (c) Ghlovou frekvenci, (d) tuhost
pruziny, (e) nejvétsi rychlost zavazi a (f) nejveétsi silu plsobici
na zavazi.

5C. Atomy v pevnych latkdach kmitaji za pokojové teploty
s frekvencemi fadu 10'3 Hz. Vyjdéme z predstavy atom@ propo-
jenych pruZinami. Pfedpoklddejme, Ze v télese ze stiibra kmita
jeden atom stfibra s uvedenou frekvenci a ostatni atomy se ne-
pohybuji. Vypoctéte efektivni tuhost pruZiny. Jeden mol stiibra
(6,02-10?* atomtl) m4 hmotnost 108 g.

6C. Jaké je nejvétsi zrychleni ploSiny, kterd kmitd s amplitudou
2,20 cm a s frekvenci 6,60 Hz?

7C. V reproduktoru se vytvaii zvuk pomoci kmitajici membra-
ny. Predpokladejme, Ze u daného reproduktoru ¢ini maximalni
moznd amplituda kmitd 1,0-1073 mm. Urlete obor frekvenci,
pri kterych prevysuje zrychleni membrany hodnotu g (tihové
zrychleni).

8C. PruZzinova védha je na méritku délky 4,00 in cejchovédna od 0
do 32,01b. Balik, ktery je zavéSen na vize, kmita ve svislém
sméru s frekvenci 2,00 Hz. (a) Urcete tuhost pruziny. (b) Jaka je
vaha baliku?

9C. Zavazi 20N zavésime na konec svislé pruZiny; pruZina se
tim prodlouzi o 20 cm. (a) Jaka je tuhost pruziny? (b) PruzZinu
nyni umistime vodorovné na hladkou podlozku. Jeden jeji ko-
nec upevnime ke sténé, druhy konec spojime se zavazim 5,0 N.
Poté zavazi pon¢kud posuneme (pruZina se natdhne) a uvolnime
s nulovou pocdtecni rychlosti. Jakd je perioda vzniklych kmit?
10C. Zavazi o hmotnosti 50,0 g zavésime na konec svislé pru-
Ziny a rozkmitdme. Nejvétsi rychlost zdvaz{ ¢ini 15,0 cm-s~,
perioda kmitani je 0,500 s. Urcete (a) tuhost pruZiny, (b) ampli-
tudu kmitdni a (c) frekvenci kmitd.

11C. Ciéstice hmotnosti 1,00-102° kg harmonicky kmitd s pe-
riodou 1,00-107° s a s maximalni rychlosti 1,00-10% m-s~!. Vy-
poctéte (a) thlovou frekvenci kmitdni a (b) nejvétsi vychylku
Castice.

12C. Malé téleso o hmotnosti 0,12 kg harmonicky kmitd s am-
plitudou 8,5 cm a s periodou 0,20 s. (a) Jaka nejvétsi sila ptisobi
na castici? (b) Pfedpokladejme, Ze kmitani je vyvolano pruzinou.
Jak4 je tuhost pruziny?

13C. Brit elektrického holiciho strojku se pfesouvd sem a tam
na vzdalenosti 2,00 mm. Jeho pohyb lze povaZovat za harmo-

nické kmitani s frekvenci 120 Hz. Urcete (a) amplitudu kmitd,
(b) nejvétsi rychlost britu a (c) nejvétsi zrychleni bfitu.

14C. Membréana reproduktoru harmonicky kmitd s frekvenci
440 Hz a amplitudou 0,75 mm. Urcete (a) thlovou frekvenci
kmitd, (b) nejvetsi rychlost membrany a (c) nejvetsi zrychleni
membrany.

15C. UvaZme kmitdni automobilu ve svislém sméru. Lze uva-
Zovat, jako by vozidlo bylo umisténo na Ctyfech stejnych pruzi-
néch. U jistého vozidla nastavime tuhost téchto pruzin tak, aby
frekvence kmitani ¢inila 3,00 Hz. (a) Jakd je tuhost pruZin, pred-
pokldddme-li hmotnost vozidla 1 450 kg a rovnomérné rozloZeni
vahy? (b) Ve vozidle jede pét osob. Jejich primérnd hmotnost
je 73 kg a vdha je opét rozloZena rovnomérné. Jakad je frekvence
kmitdni kazdé pruziny?

16C. Poloha harmonicky kmitajiciho télesa je popsdna vztahem
x = (6,0 m) cos [(37: rad-s~Hr + %n rad] .

V caset = 2,0s stanovte (a) vychylku télesa, (b) rychlost télesa,
(c) zrychleni télesa a (d) fazi pohybu. Déle urcete (e) frekvenci
a (f) periodu kmita.

17C. Dana castice harmonicky kmitd s frekvenci 0,25 Hz ko-
lem rovnovazné polohy x = 0. V Case t+ = 0 méla vychylku
x = 0,37 cm a nulovou rychlost. Urcete pro jeji kmitani (a) pe-
riodu, (b) Ghlovou frekvenci, (c) amplitudu, (d) vychylku jako
funkci Casu, (e) rychlost jako funkci Casu, (f) maximalni rych-
lost, (g) maximdlni zrychleni, (h) vychylku v éase t = 3,0s,
a (i) rychlost v Case t = 3,0s.

18C. Pist ve valcové hlavé parni lokomotivy ma zdbér (dvoj-
nasobek amplitudy) 0,76 m. Pohyb pistu 1ze pokladat za harmo-
nické kmitani s Ghlovou frekvenci 180 ot-min~!. Jakd je maxi-
malni rychlost pistu?

190. Obr. 16.29 ukazuje astronauta sediciho na pfistroji k mé-
feni télesné hmotnosti v beztizném stavu. Pristroj byl vyvinut
pro pouZziti na vesmirnych stanicich, udrZovanych na obézné
draze kolem Zemé. Je tvofen pohyblivou sedackou spojenou
pruZinami s rdmem: astronaut se usadi na sedacku a méfi pe-
riodu vyvolanych kmitd. Jeho hmotnost se poté urcuje ze vztahu
pro periodu kmitajici soustavy pruZina 4+ hmotny blok. (a) Pred-
poklddejme, Ze hmotnost astronauta je M a efektivni hmotnost
kmitajici sedacky ¢ini m. Ukazte, Ze plati

k o
M=—T"—m,
42

kde T je perioda kmit a k tuhost pruZiny. (b) Piistroj, ktery
byl umistén na vesmirné stanici SKYLAB TWO, mél tuhost
pruziny k = 605,6N-m~! a perioda kmiti prazdné sedacky
byla 0,901 49s. Vypoctéte efektivni hmotnost sedacky. (c) Pe-
rioda kmitl sedacky s astronautem cinila 2,088 32 s. Vypoctéte
hmotnost astronauta.



20U. Na pruzing visi zdvazi o hmotnosti 2,0 kg. Pfivazek hmot-
nosti 300 g zpusobi dodate¢né protazeni pruziny o 2,00cm.
(a) Jak velka je tuhost pruziny? (b) Rychlé uvolnéni ptivazku
vyvold harmonické kmity zavazi. UrCete periodu pohybu.

210. Na pruzing harmonicky kmitd zdva?i o hmotnosti m.
Perioda pohybu ¢ini 2,0s. Jestlize zvySime hmotnost zavazi
0 2,0kg, perioda se zvysi na 3,0 s. Urcete hmotnost m.

220. Koncovy bod jednoho ze dvou ramen ladicky harmonicky
kmita s frekvenci 1000 Hz a amplitudou 0,40 mm. Urcete pro
tento bod (a) maximdlni zrychleni a (b) maximalni rychlost.
Déle naleznéte (c) zrychleni a (d) rychlost uvaZzovaného bodu
v okamziku, kdy jeho vychylka ¢ini 0,20 mm.

23U. Téleso o hmotnosti 0,10 kg osciluje tam a zp&t v pfimém
sméru. Jeho vychylka, méfend od pocatku souradnic, je popsdna
vztahem

x = (10cm) cos [(10rad~s_l)t + %nrad] .

(a) Jak4 je frekvence kmitt? (b) Jakou maximalni rychlosti se
téleso pohybuje? Pii jaké hodnoté vychylky ma téleso tuto ma-
ximadlni rychlost? (c) Jaké je nejvétsi zrychleni télesa? Pri jaké
hodnoté vychylky je zrychleni nejvétsi? (d) Urcete Casovou zd-
vislost sily, kterd plisobi na téleso a vyvolavd uvedené kmitdni.
24U. Piiliv a odliv vyvolavd v pfistavu zmény vysky hladiny
more. Maximadlni rozdil vysek hladiny je d. Pohyb hladiny je
pfitom moZno povazovat za harmonicky s periodou 12,5h. Za
jak dlouho dojde k poklesu hladiny o vzdalenost d/4 od jeji
nejvyssi trovne?

25U. Dv& t&lesa s hmotnostmi m = 1,0 kg, M = 10kg a pru-
Zina jsou usporadany podle obr.16.30 na vodorovné hladké
podloZce. Staticky Cinitel smykového tfeni mezi obéma telesy
¢ini 0,40. Jaka miZe byt nejvétsi amplituda harmonickych kmitt
soustavy, ma-li se zabranit smykani mezi obéma télesy?

26U. Hmotny blok je umistén na vodorovny povrch (povrch
vibracniho stolu). Povrch harmonicky kmitd ve vodorovném
sméru s frekvenci 2,0 Hz. Staticky ¢initel smykového tfeni mezi
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hladka podlozka
Obr.16.30 Uloha 25

blokem a povrchem stolu md velikost 0,50. Jak velkd muZe jesté
byt amplituda kmitl, ma-li se vyloucit moznost klouzéni bloku?

270. Na pist, ktery harmonicky kmitd ve svislém sméru, polo-
Zime zdvaZzi. (a) Je-li perioda kmitd pistu 1,0 s, pfi jaké amplitudé
se zdvazi oddéli od pistu? (b) Je-1i amplituda kmiti pistu 5,0 cm,
jakd muze byt nejvétsi frekvence, pro kterou zustava zavazi ne-
pretrzité v kontaktu s pistem?

28U. Oscilator je tvofen hmotnym blokem, spojenym s pru-
Zinou (k = 400N-m~!). V jistém Case ¢ byly zaznamendny
nésledujici hodnoty polohy (méfené od rovnovazné polohy sou-
stavy), rychlosti a zrychleni hmotného bloku: x = 0,100 m,
v=—13,6ms"! aa = —123m-s~2. Vypodtéte (a) frekvenci
kmitt, (b) hmotnost bloku a (c) amplitudu pohybu.

290. Harmonicky oscildtor je tvofen kvddrem o hmotnosti
2,00kg spojenym s pruZinou tuhosti 100N-m~!. V ¢ase t =
= 1,005 se kvadr nachdzi v poloze x = 0,129 m a jeho rychlost
&ini v = 3,415m-s~". (a) Jak4 je amplituda oscilaci? Jakd byla
(b) poloha kvadru a (c) rychlost kvadru v case t = 0?

30U. Nehmotn4 pruzina je zav&Sena na stropé mistnosti a na jeji
spodni konec pfipevnime malé zavazi. Zavazi nejprve udrzujeme
v klidu v poloze o soufadnici yp; v této poloze md pruZina svoji
nezatiZzenou délku. Poté zdvazi uvolnime s nulovou pocatec¢ni
rychlosti. V pribéhu vzniklého kmitdni klesd zdvazi nejniZe
10 cm pod soufadnici yj. (a) Jakd je frekvence kmitii? (b) Jakd je
rychlost zdvazi v okamZziku, kdy se pravé nachazi 8 cm pod po-
¢atecni polohou y,? (¢) K zdvaZi pfipevnime pfivaZek hmotnosti
300 g. Frekvence takto upraveného oscildtoru je rovna poloviné
puvodni frekvence. Jaka je hmotnost prvniho zavazi? (d) Urcete
rovnovaznou polohu nového oscilatoru vzhledem k vychozi sou-
fadnici yp.

31U0. Dvé &stice harmonicky kmitaji podél pfimého segmentu
délky a (pohybuji se na opacnych stranach pifimé a tenké listy
a jejich draha pokryva na listé tsecku délky a). Oba harmo-
nické pohyby maji tutéZ periodou 1,5s, avSak jsou navzdjem
fazové posunuty o n/6rad. (a) Jakd je vzddlenost obou Castic
v okamziku, kdy se opoZdénd Cdstice praveé nachdzi v bodé ob-
ratu? Vysledek vyjadrete pomoci délky a. (b) Uvazme maly
Casovy interval bezprostfedné nasledujici po okamziku, popsa-
ném v Casti (a). Pohybuji se obé Castice béhem tohoto intervalu
ve stejném sméru, v opacném sméru od sebe, nebo v opacném
sméru k sobé?

320. Dva &astice harmonicky kmitaji kolem stejné rovnovazné
polohy se stejnou amplitudou a stejnou frekvenci. Oba pohyby
probihaji podél téhoz sméru. Céstice se mijeji vzdy tehdy, kdyz
se vychylka kazdé z nich rovnd poloviné amplitudy. Jaky je
fazovy rozdil mezi obéma harmonickymi pohyby?
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330. Dv& stejné pruziny jsou jednémi konci pfipevnény ke
dvéma protilehlym sténdm kvadru hmotnosti m a druhymi konci
vetknuty do protilehlych stén. Kvadr je umistén na hladké pod-
loZce. Soustava je zndzornéna na obr. 16.31. UkaZte, Ze kvadr
harmonicky kmitd s frekvenci

1 2%
T oaVom’
k k
m

Obr.16.31 Ulohy 33 a 34

340. Vyjdeme ze znéni Glohy 33, avSak nyni pfedpokladejme,
Ze dvé pruZiny na obr. 16.31 maji obecné riizné tuhosti k; a k.
Ukazte, Ze frekvence kmitajici soustavy je nyni uréena vztahem

f= f12+f22»

kde fi, popf. f>, jsou frekvence oscildtort, tvofenych kvadrem
a pouze pruZinou 1, popt. kvadrem a pouze pruZinou 2.

350. Soustava dvou stejnych, sériové propojenych pruZin tu-
hosti k je jednim svym koncem spojena s kvddrem hmotnosti m
a druhym koncem pfipevnéna ke sténé. Kvadr se pohybuje na
hladké podloZce. Soustava je znazornéna na obr. 16.32. Ukazte,
Ze soustava harmonicky kmitd s frekvenci

Obr. 16.32 Uloha 35

36U. Kvédr o vaze 14,0 N klouZe bez tfeni po naklonéné roviné
se sklonem 40,0°. Ke kvadru je pfipojena nehmotnd pruZina
nezatizené délky 0,450m a tuhosti 120N-m~!. Druhy konec
pruziny je upevnén na vrcholu klinu; celd soustava je znazornéna
na obr. 16.33. (a) Urcete vzdélenost rovnovazné polohy kvadru
od vrcholu klinu. (b) Kvadr ponékud vysuneme z rovnovazné
polohy podél naklonéné roviny smérem dolt a poté jej uvolnime.
Jak4 je perioda vzniklého harmonického pohybu?

bez tfeni

Obr. 16.33 Uloha 36

370. Homogenni pruzina mé délku L a tuhost k. PruZinu fezem
rozdélime na dvé casti délek L; a L, a oznaéime n = L;/L,.
(a) Vyjadrete tuhosti k; a k» obou novych pruzin pomoci k
a n. (b) Pokud byl urcity kvadr spojen s pivodni pruZinou,
jako na obr. 16.5, kmital vznikly harmonicky oscildtor s frek-
venci f. Jestlize nyni pfipevnime ke kvadru pruZinu délky L,
popt. pruzinu délky L,, bude mit novy oscildtor frekvenci f,
popt. frekvenci f,. Vyjadfete frekvence f) a f> pomoci pivodni
frekvence f.

38U0. Tii navzdjem propojené dulni vagony, kazdy o hmotnosti
10000kg, jsou umistény na naklonéné draze dalni Zeleznice.
Dréaha ma sklon 30°. Vagony jsou udrzovany v klidu zavésnym
lanem, vedenym rovnobéZné s naklonénym smérem dulni drahy
(obr. 16.34). Vahou vagond je zavésné lano prodlouzeno o 15 cm
vzhledem ke své nezatizené délce. V jistém okamziku se uvol-
nil spodni vagon; poté zbylé dva vagony harmonicky kmitaji.
Predpokladejte, Ze zavésné lano spliiuje Hookiv zakon a urcete
(a) frekvenci, (b) amplitudu harmonického pohybu.

uvolnény

Obr. 16.34 Uloha 38

390. Ke zmirnéni dopravnich probléml pfi cestovdni mezi
dvéma velkymi mésty (napiiklad mezi Bostonem a Washing-
tonem) navrhuji dopravni konstruktéfi nasledujici feseni. Obé
meésta budou propojena podél tétivy Zemé pfimym vlakovym
tunelem (obr. 16.35). Vlakova souprava, uvolnénd ve vychozi
stanici, bude samovolné klesat prvni polovinou tunelu a stou-
pat druhou polovinou az ke stanici cilové. Pfedpoklddejme, Ze
Zemé je homogenni koule. Odpor vzduchu a tfeni zanedbdme.
(a) UkaZte, Ze cesta mezi mésty predstavuje polovinu tplného
harmonického kmitu. (b) Vypoctéte dobu jizdy mezi mésty.

vlakova
souprava_\

Obr.16.35 Uloha 39

ODST. 16.4 Energie harmonického pohybu

40C. Urcete mechanickou energii soustavy pruZina + t€leso,



jestliZe pruZina md tuhost 1,3N-cm™' a amplituda kmitf
¢ini 2,4 cm.

41C. Kmitajici soustava pruzZina-+téleso ma mechanickou ener-
gii 1,00J. Kmitdni probihd s amplitudou 10,0 cm a maximdlni
rychlost t&lesaje 1,20 m-s~!. Uréete (a) tuhost pruZiny, (b) hmot-
nost t€lesa a (c¢) frekvenci kmitani.

42C. Blok o hmotnosti 5,00 kg je umistén na hladké vodorovné
podloZce a je spojen s pruzinou tuhosti 1000 N-m~!. Blok vy-
chylime vodorovné z rovnovdzné polohy o 50,0 cm a udélime
mu pocitecni rychlost o velikosti 10,0m-s~! ve sméru zpét
k rovnovdzné poloze. (a) Jakd je frekvence vzniklych kmitd?
(b) Jaka je pocatecni hodnota potencidlni energie pruznosti pro
soustavu pruZina 4+ hmotny blok? (c) Jaka je pocatecni hodnota
kinetické energie? (d) Jaka je amplituda kmita?

43C. Jestlize zavésime na danou svislou pruzinu zavazi o hmot-
nosti 1,3 kg, pruzina se protdhne o 9,6 cm. (a) Vypoctéte tuhost
pruZiny. Zavazi pfesuneme tahem o dalSich 5,0 cm smérem dolt
a uvolnime s nulovou pocétecni rychlosti. Urcete (b) periodu,
(c) frekvenci a (d) amplitudu vzniklého kmiténi. (e) Jaka je pri
kmitdni maximalni rychlost zdvazi?

44C. Giganticky (a hypoteticky) prak md vystfelit kdmen
o hmotnosti 130 g tak, aby unikl ze sféry pritazlivosti Zemé
(kdmen musi byt tedy vystrelen druhou kosmickou rychlosti
11,2km-s~!). Pruzny mechanismus praku spliiuje Hooktlv zd-
kon. Je nataZen o 1,5 m a uvolnén. Veskera potencidlni energie
pruznosti se poté transformuje na energii kinetickou. (a) UrCete
tuhost odpalovaciho pfistroje. (b) Reknéme, 7e primérny muz
vyvine silu 220 N. Kolik muzt musi spojit své sily k nataZzeni
praku?

45C. Vychylka harmonicky kmitajici castice je v jistém oka-
mziku rovna jedné poloviné amplitudy. Jaka cast celkové me-
chanické energie md v tomto okamziku formu energie (a) kine-
tické a (b) potencidlni? (c) Pfi jaké vychylce md jedna polovina
celkové mechanické energie formu energie kinetické? Vyjadrete
hledanou vychylku pomoci amplitudy.

46C. T¢leso o hmotnosti M je umisténo na vodorovné hladké
podloZce a spojeno s pruzinou, kterd je na druhém konci upev-
néna ke sténé. Soustava je v rovnovaze. V urCitém okamziku
vnikne do t€lesa rychlosti v projektil o hmotnosti m. Projektil
zUstane zachycen v télese. Situace je zndzornéna na obr. 16.36.
(a) Urcete rychlost télesa bezprostiedné po zdsahu. (b) Vypoctéte
amplitudu vzniklého harmonického pohybu.

Obr.16.36 Cviceni 46

47U0. Té&leso hmotnosti 3,0 kg harmonicky kmitd. Jeho vychylka
z rovnovazné polohy je popsdna vztahem

x(t) = (5,0m) cos [(3nrad-s™ )t — {mrad].
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(a) Pfi jaké vychylce je potencidlni energie Cdstice rovna po-
loving celkové mechanické energie? (b) Jak dlouho trva po-
hyb c¢éstice z rovnovazné polohy do polohy, kterou jste urcili
v Cdsti (a)?

48U. Céstice o hmotnosti 10 g harmonicky kmitd s amplitudou
2,0-1073 m. Maximdlni zrychleni &4stice &ini 8,0-10° m-s~2, fi-
zova konstanta je —m/3 rad. (a) Popiste silu, kterd na ¢dstici ptiso-
bi. Napiste vztah, urcujici casovou zavislost této sily. (b) Uréete
periodu pohybu. (c) Stanovte nejvétsi rychlost castice. (d) Vy-

Pl

poctéte celkovou mechanickou energie kmitajici Céstice.

49U. Nehmotnd pruzina tuhosti 19N-m~! je jednim koncem
zaveéSena na nosnik. Na jeji volny konec umistime téleso o hmot-
nosti 0,20kg. Téleso uvolnime v okamziku, kdy pruzina jesté
nebyla protazena. (a) O jakou nejvétsi vzdalenost vzhledem ke
své pocatecni poloze téleso klesne? Urcete (b) frekvenci a (¢) am-
plitudu vysledného harmonického pohybu.

50U. Na pruziné tuhosti 500N-m~! visi t&leso o hmotnos-
ti 4,0kg. Piimo zespodu je do télesa vstielena kulka hmot-
nosti 50 g. Kulka vnikne do t&lesa rychlosti 150 m-s~! a uvizne
v ném. (a) Urcete amplitudu takto vyvolaného harmonického
pohybu. (b) Jakou ¢adst mechanické energie kmitajiciho systému
predstavuje ptivodni kinetickd energie kulky?

510% Pevny vilec, otaCivy kolem vodorovné osy, je umistén
na vodorovné plose. K ose vélce je pfipevnéna pruZina tuhosti
k = 3,0N-m~!. Vilec uvolnime s nulovou po&ateéni rychlosti
v poloze, ve které je pruZina protaZena o 0,25 m vzhledem k jeji
rovnovazné délce. Poté se vélec vali po plose bez prokluzovani
(obr. 16.37). Urcete kinetickou energii (a) transla¢niho a (b) ro-
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tacniho pohybu valce v okamziku, kdy vilec pravé prochdzi rov-
novaznou polohou. (c) Ukazte, Ze pfi splnéni uvedenych pred-

vy

kde M je hmotnost valce. (Tip: Vypoctéte Casovou derivaci cel-
kové mechanické energie.)

ODST. 16.5 Torzni kmity

52C. Plochy homogenni kruhovy disk md hmotnost 3,00kg
a polomér 70,0 cm. Disk je ve svém stfedu zavéSen na svisly
drat, takZe spocivd ve vodorovné roviné. Chceme-li disk vytocit
0 2,50rad vzhledem k jeho rovnovazné poloze a poté jej v této
nové poloze udrzZet, musime na néj pusobit silovym momentem
0,060 0 N-m. (a) Vypoctéte moment setrvacnosti disku pii jeho
otaceni kolem osy uréené dratem. (b) Urcete torzni konstantu.
(c) Jakd je uhlova frekvence popsaného torzniho oscildtoru?
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530. Homogenni masivni koule hmotnosti 95kg mé polo-
mér 15 cm. Koule visi na draté, ktery je pripevnén ke stropu mist-
nosti. Silovy moment velikosti 0,20 N-m udéluje kouli Ghlovou
vychylku 0,85 rad. Po uvolnéni z uvedené polohy pozorujeme
torzni kmity. Jaka je jejich perioda?

54U. Technik zkoumd nepravidelné téleso hmotnosti 10 kg. Md
za ukol zjistit moment setrvacnosti télesa vzhledem k jisté
ose prochdzejici tézistém. Technik zavési téleso na drat tako-
vym zplsobem, aby byla pfedepsand osa totoZnd se smérem
dratu. Vzniklé torzni kyvadlo vykond 20 dplnych kmitl za
dobu 50s. Navic je zndmo, Ze pouzity drat ma torzni konstantu
% = 0,50 N-m. Jaky je moment setrvacnosti télesa vzhledem
k predepsané ose?

550. Nepokoj hodinek torzné kmitd s thlovou amplitudou r rad
a s periodou 0,500s. Urcete (a) maximdlni Ghlovou rychlost
nepokoje, (b) jeho thlovou rychlost pii thlové vychylce %n rad
a (c) thlové zrychleni nepokoje pri tihlové vychylce 3—111 rad.

ODST. 16.6 Kyvadla

56C. Matematické kyvadlo se nachdzi v misté, kde tthové zrych-
leni g &ini 32,2 ft-s~2. Perioda jeho kmitfi je 1,00 5. Jak4 je jeho
délka?

57C. Demoli¢ni koule o hmotnosti 2 500 kg kyva na zavésném
lan€ vedeném pres rameno jerdbu (obr. 16.38). Délka lana od
vrcholu ramena ke kouli je 17 m. (a) Urcete periodu pohybu za
predpokladu, Ze soustavu lze poklddat za matematické kyvadlo.
(b) Zavisi perioda na hmotnosti koule?

D X
Oa0

Obr.16.38 Cviceni 57

i

58C. Matematické kyvadlo odpocitdvd sekundy: uskutecni
kazdé dvé sekundy tplny kmit z jedné krajni polohy do druhé
a zpét. Jaka je jeho délka?

59C. Matematické kyvadlo délky 1,50 m uskutecnilo 72,0 tpl-
nych kmitt za dobu 180 s. Jak velké je tihové zrychleni v misté,
kde byly uvedené hodnoty naméreny?

60C. V této kapitole jsme studovali dvé kmitajici soustavy:
zavazi zavéSené na pruziné a matematické kyvadlo. Mezi nimi

existuje zajimavy vztah. Pfedpoklddejme, Ze na konec pruziny
zaveésime zavazi a pokud je zdvazi v klidu, jako na obr. 16.39,
pruzina se prodlouZi o délku & vzhledem ke své nezatiZené délce.
Na druhé strané uvazme matematické kyvadlo délky 4. Dokazte,
Ze obé soustavy kmitaji se stejnou frekvenci.

Obr. 16.39 Cviceni 60

61C. Artista sedi na visuté hrazdé a houpd se tam a zpét s perio-
dou 8,85 s. Pokud je hrazda v rovnovdzné poloze a artista se na ni
artista + visutd hrazda za matematické kyvadlo. Vypoctéte jeho
periodu, jestliZe artista pfi houpani na hrazdé stoji.

62C. Matematické kyvadlo délky L volné kmitd s malou thlo-
vou amplitudou. V okamziku, kdy pravé prochazi rovnovaznou
polohou, znehybnime vldkno kyvadla v poloviné délky. Vyjad-
fete periodu kratsiho kyvadla pomoci piivodni periody T .

63C. Fyzické kyvadlo je tvoreno tycovym metrem. Ve vzdale-
nosti x od rysky, kterd oznacuje 50 cm, je vyvrtdn maly otvor.
Timto otvorem prochdzi osa rotace. Kyvadlo md periodu 2,5 s.
Urcete vzdélenost x.

64C. Tenka ty¢ délky L ma hmotnost m. TyC je zavésena nad
sttedem tycCe: vzdédlenost bodu zdvésu od stfedu tyce je d.
(a) U tohoto fyzického kyvadla vyvolame kmitani s malou Ghlo-
vou amplitudou. Vyjadrete periodu pohybu pomoci veli¢in d, L,
m a g (tthové zrychleni). Jak se zméni perioda, jestliZe (b) zmen-
Sime vzdalenost d, (c) zvétsime délku tyce L a (d) zvétsSime
hmotnost tyce?

65C. Fyzické kyvadlo je tvofeno pevnym homogennim diskem
(poloméru R a hmotnosti M), otd¢ivym ve svislé roviné kolem
bodu zdvésu, ktery je umistén ve vzdalenosti d od stfedu disku
(obr. 16.40). Disk vychylime o maly Ghel z rovnovazné polohy
a uvolnime. Uréete periodu vysledného harmonického pohybu.

bod zavésu ¢ ———
4

>~

Obr. 16.40 Cviceni 65

QU

66C. Homogenni kruhovy disk poloméru R = 12,5 cm je zave-
Sen v bodg, ktery se nachazi na okraji disku. (a) Urcete periodu
tohoto fyzického kyvadla. (b) Disk nyni zavésime v jiném bodg,



jehoz vzdélenost od stfedu disku ¢ini r < R.Vznikd opét fyzické
kyvadlo. Jaka musi byt vzdélenost r, ma-li se perioda nového
kyvadla rovnat period¢ v Casti (a)?

67C. Kyvadlo je tvofeno homogennim diskem o poloméru
10,0 cm a hmotnosti 500 g, spojenym s homogenni tyc¢i délky
500 mm a hmotnosti 270 g (obr. 16.41). (a) Vypoctéte moment
setrvacnosti kyvadla vzhledem k vodorovné ose prochézejici bo-

Yvew

kyvadla? (c) Vypoctéte periodu kmitd.

=

\40,0cm
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68C. (a) Fyzické kyvadlo v pf.16.6 obratime a zavésime
v bodé P. Jaka bude nyni perioda pohybu? (b) Je tato nova
perioda v porovnani s periodou pivodniho kyvadla v pf. 16.6
vétsi, mensi, nebo stejna?

69C. V pr.16.6 jsme ukdzali, Ze fyzické kyvadlo md stied
kyvu P ve vzddlenosti 2L /3 od bodu zavésu O. Dokazte tvrzeni:
Pro jakékoliv fyzické kyvadlo je vzdalenost stfedu kyvu od bodu
zavésurovna I /(mh),kde veli¢iny I a h maji stejny vyznam jako
v rov. (16.32) a m je hmotnost kyvadla.

70C. Tycovy metr se ota¢i kolem osy umisténé na jeho jednom
konci. Jak se zméni frekvence tohoto fyzického kyvadla, jestlize
tyCovy metr zkrdtime na polovinu? Vyjddfete novou frekvenci
pomoci puvodni frekvence fy.

71U. Fyzické kyvadlo na obr. 16.42 je tvofeno ty&i délky L, za-
véSenou v bodé O. (a) Vyjadrete periodu kyvadla pomoci délky
hodnotu podilu x /L je perioda pohybu nejkratsi? (c) Ukazte, Ze
pro L = 1,00m a g = 9,80m-s~2 je nejkratsi perioda v &asti
(b) rovna 1,53s.

720. Stied kyvu fyzického kyvadla ma nasledujici zajimavou
vlastnost. Uvazme fyzické kyvadlo, které kyvd v jisté svislé ro-
viné kolem urcitého bodu zdvésu O. Predpokladejme, Ze pravé
v okamziku prichodu kyvadla rovnovaznou polohou na néj za-
pusobi kratky impulz sily. Vektorovd piimka sily je vodorovna
a lezi v rovin€ kyvu. JestliZze sila navic plisobi v trovni stfedu
kyvu P, nevyvold jeji impulz v bodé zavésu O Zadnou reak-
ci. O této vlastnosti dobfe védi hraci baseballu (a rovnéZ hraci
mnoha jinych sportti). Skutecné, kdyz palkar navede palku tak,
Ze ke styku s mickem dojde mimo stfed kyvu P, uciti v disledku
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Obr.16.42 Uloha 71

ndrazu bolestivé ,,Skubnuti* v rukou. Proto také nazyvaji spor-
tovci stfed kyvu ,,jemny bod* pélky. Pfi studiu popsané situace
budeme predpoklddat, Ze ty¢ na obr. 16.12a predstavuje base-
ballovou palku. Necht na ty¢ pisobi v bodé P vodorovné zprava
sila F, predstavujici tder micku. Pélkar drzi palku v bodé, ktery
odpovida bodu zdvésu O na obr. 16.12a. (a) Jak velké zrychleni
udéluje bodu O sila F? (b) Jak velké thlové zrychleni vytvaii
sila F, jestliZe uvazujeme rotaci kolem osy, prochazejici téZistém
tyCe? (c) Jak velké linedrni zrychleni ziskd bod O v dusledku
thlového zrychleni, uvazovaného v ¢dsti (b)? (d) Na zdkladé
vyhodnoceni velikosti a smért zrychleni, uvazovanych v &és-
tech (a) a (¢), se presvédcte, Ze stied kyvu P je skutené ,,jemny
bod*.

73U. Presné vzato, na riiznych mistech povrchu Zemé ma tihové
zrychleni g ponékud odliSnou hodnotu. Tato skutecnost byla ob-
jevena Jeanem Richerem, ktery v roce 1672 na svych cestich
prevezl kyvadlové hodiny z PafiZe do mésta Cayenne ve fran-
couzské Guyané a zjistil, Ze hodiny se za den zpozduji 0 2,5 mi-
nuty. JestliZe tthové zrychleni v PaiiZi ¢ini g = 9,81 m-s~2, jakd
je jeho velikost v Cayenne?

74U0. Védci provadeéli presna méfeni tithového zrychleni v urci-
tém mist¢ v Indickém ocednu. Misto bylo zvoleno na rovniku.
Pii méfeni se zjistovala perioda kmitt precizné konstruovaného
fyzického kyvadla. K zajisténi presné definovanych podminek
se méfeni uskutecnilo na palub€ ponotené ponorky. Oznac¢me g,
presnou hodnotu tihového zrychleni v daném misté. Po vyhod-
noceni vysledkt bylo zjisténo, Ze zméfena hodnota g, zdvisi na
tom, zda se ponorka v priibéhu méfeni pohybovala vychodnim,
nebo zdpadnim smérem. Velikost jeji rychlosti pfitom v obou
piipadech ¢&inila 16km-h~!. Objasnéte pozorovanou diferenci
a vypoctéte relativni chybu (gm — gp)/gp pro oba sméry plavby
ponorky.

75U. Dlouhd homogenni ty¢ délky L a hmotnosti m se otaci
ve vodorovné roviné kolem svislé osy vedené geometrickym
sttedem tyCe. Na jednom konci tyce je k ni upevnéna vodo-
rovnd pruzina, druhy konec pruZiny je pripevnén k pevné sténé.
Cela soustava je zndzornéna na obr. 16.43 z nadhledu. V rovno-
vazné poloze je ty¢ rovnobéznd se sténou. Po malém vychyleni
z rovnovazné polohy ty¢ uvolnime. Jaka je perioda vzniklého
harmonického pohybu?
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sténa

osa otaceni

Obr. 16.43 Uloha 75

76U. Urcete frekvenci matematického kyvadla délky 2,0m
(a) zavéseného na stropé mistnosti, (b) zavéSeného na stropé vy-
tahu, ktery se pohybuje vzhiiru se zrychlenim 2,0 m-s =2, a (c) za-
véseného na stropé vytahu, ktery pada volnym padem.

770. Matematické kyvadlo délky L a hmotnosti m je zavéSeno
v automobilu, ktery se pohybuje rychlosti stalé velikosti v po
kruhové draze poloméru R. Kyvadlo se pohybuje v radidlnim
sméru (kmitd ve svislé roving, prochdzejici bodem zavésu a stie-
dem kruhové drahy). Urcete frekvenci jeho pohybu.

78U. Naleznéte ihlovou amplitudu matematického kyvadla 6y,
pro kterou ¢ini odchylka skute¢né velikosti vratného silového
momentu a silového momentu, ktery je predpoklddan pii har-
monickém pohybu kyvadla, 1,0 %. (Pfi feSeni muZete pouZit

2

,,-Rozvoje goniometrickych funkci* v dodatku E.)

790. Hmotny bod matematického kyvadla se pohybuje po ob-
louku kruznice o poloméru R. (a) V okamZiku, kdy hmotny
bod pravé prochdzi rovnovaznou polohou, udili mu vldkno do-
stfedivé zrychleni (mv?/R), kde v je okamZitd rychlost hmot-
ného bodu. Ukazte, Ze v tomto okamZiku ¢ini napéti ve vldkné
mg(1+62), kde 6y, je thlovd amplituda pohybu. (Viz ,,Rozvoje
goniometrickych funkci v dodatku E.) (b) Je pfi jinych thlo-
vych vychylkdch matematického kyvadla napéti ve vldkné vétsi,
mens$i, nebo stejné jako v Casti (a)?

80U. Kolo bicyklu se ota&i kolem pevné osy. K jednomu z jeho
dratd je pfipevnéna ve vzdélenosti r od osy kola pruZina tu-
hosti k. Druhy konec pruZiny je uchycen v pevné sténé; uspora-
déni je zndzornéno na obr. 16.44. (a) Pfedpokladejte, Ze kolo 1ze
povazovat za tenkou obruc poloméru R a hmotnosti m. Vyjadiete
thlovou frekvenci malych kmit soustavy pomoci veli¢in m, R,
r a tuhosti k. Jak se zméni thlové frekvence, jestlize (b) r = R
a(c)r =07
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81U. Kruhovy disk hmotnosti 2,5kg a priiméru 42 cm je pevné
spojen s nehmotnou ty¢i délky 76 cm. Jak je zndzornéno na
obr. 16.45, soustava je zavéSena na konci tyce. (a) Nehmotnd
torzni pruzina na obrdzku je nejprve odpojena. Jaka je perioda
kmiti kyvadla? (b) Nyni pfipojime ke kyvadlu torzni pruZinu.

V rovnovazné poloze nové soustavy je tyC opét svisld. Jakd
musi byt torzni konstanta pruziny, aby nové perioda kmiti byla
0 0,50 s kratsi neZ perioda ptivodni?

&

76cm

42cm

l
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82U. Jisté fyzické kyvadlo ma dva mozné body zavésu: A a B.
Bod A je umistén pevné, poloha bodu B podél délky kyvadla
je nastavitelnd. Kyvadlo je zndzornéno na obr. 16.46. Nejprve
zaveésime kyvadlo v bod€ A; perioda pohybu ¢ini 7'. Poté kyvadlo
obrétime a zavésime jej v bodé B. Jeho poloha je v§ak nastavena
tak, aby kyvadlo mélo nyni opét periodu 7. Vzdilenost takto
definované polohy bodu B od bodu A ¢ini L. Dokazte, Ze pomoci
veli¢in L a T 1ze vyjadfit tthové zrychleni jako

472 L
€=
(Vsimnéte si, Ze timto zpisobem miZeme méfit tthové zrych-
leni g i v pfipadé, Ze nezndme moment setrvacnosti kyvadla ani
jeho rozméry, kromé vzdalenosti L.)

Obr.16.46 Uloha 82

83U Homogenni ty¢ délky L je v jistém bod¢ zavésena, takze
vytvafi fyzické kyvadlo. Pro jakou vzddlenost bodu zavésu od
téZisté je perioda kyvadla nejmensi? Vyjddiete hledanou vzda-

lenost pomoci délky L.

ODST. 16.8 Tlumeny oscilator

84C. Béhem kazdého pohybového cyklu klesla amplituda slabé
tlumeného oscildtoru o 3 %. Kolikrat se zmensi celkovd mecha-
nickd energie tohoto oscilatoru béhem kazdého tplného kmitu?



85C. Vyjdéte ze zadani pf.16.9 a urcete, kolikrat se zmensi
amplituda tlumenych kmitd po provedeni 20 Gplnych kmit?

86C. V usporddadni na obr. 16.17 méjme téleso o hmotnosti
1,50kg a pruZinu tuhosti 8,00 N-m~!. Tiecf sila je uréena vyra-
zem —b(dx/dr), kde b = 230 g-s~!. Pfedpokladejme, Ze téleso
je nejprve vysunuto ze své rovnovazné polohy smérem doli
0 12,0 cm a poté uvolnéno. (a) Vypoctéte, za jakou dobu se am-
plituda kmitani zmensi na jednu tfetinu své pocatecni hodnoty.
(b) Kolik aplnych pohybovych cykla uskute¢ni kmitajici téleso
beéhem této doby?

87U. Téleso o hmotnosti m = 2,00 kg kmita na pruziné tuhosti
k = 10,0N-m~". Téleso je navic vystaveno plisobeni téeci sily
F = —bv. Pocddte¢ni amplituda kmita byla 25,0 cm; v disledku
tlumeni se vSak po provedeni Ctyf Uplnych kmitd zmensila na
tfi Ctvrtiny své piivodni hodnoty. (a) Uréete soucinitel ttlumu b.
(b) Jak velka mechanicka energie se ,,ztratila“ béhem uvedenych
Ctyf kmita?

88U. (a) V rov. (16.39) vystupuje treci sila —b(dx/dt) a sila
pruznosti —kx. Vyjdéte z daju, uvedenych v zadani pr. 16.9,
a urCete v prabeéhu prvniho dplného kmitu pomér nejvétsi hod-
noty tfeci sily k nejvétsi hodnote sily pruznosti. (b) Dochazi
k citelné zmén¢ uvedeného pomeru, jestlize jej vypocteme pro
néktery z nasledujicich kmita?

89U. Piedstavte si, ze provddite zkousku tlumi¢d u automobilu.
Automobil ma hmotnost 2000kg. Pfi souasném zatiZeni tlu-
micu vSech ¢yt kol celkovou tihou automobilu se kazdy z nich
zkrati o 10cm vzhledem ke své nezatizené délce. JestliZze vy-
volate kmitdni karosérie, zmensi se po vykondni jednoho kmitu
amplituda o 50 % své ptivodni hodnoty. Odhadnéte hodnoty kon-
stant k a b pro tlumici soustavu jednoho kola. Pfitom pfedpokla-
dejte rovnomérné rozloZeni tthy automobilu na jednotliva kola.

ODST. 16.9 Nucené kmity a rezonance

90C. Amplituda nucenych kmitid x, v rovnici (16.43) je uréena

vztahem
Fin

m — s
\/mz(wg — 0?)? + b2w}

X,

kde Fp, je (konstantni) amplituda oscilujici vnéjsi sily, kterou pa-
sobi pevny nosnik na obr. 16.17 na pruzinu. Jaka je (a) amplituda
vychylky a (b) amplituda rychlosti v piipadé rezonance?
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91U. Ve vozidle o hmotnosti 2200 Ib se nachdzeji Ctyfi osoby,
kazda o hmotnosti 180 Ib. Pfi jizd€ po nerovné silnici prekonava
vozidlo pfiblizné rovnomérné rozmisténé nerovnosti; vzdale-
nost sousednich nerovnosti je 13 ft. Vlivem nerovnosti dochazi
ke kmitani karosérie vozidla vzhledem k podvozku. Pfi rych-
losti vozidla 10 mi/h md houpdni nejvétsi amplitudu. O kolik se
zvedne karosérie auta, jestliZze z néj po zastaveni v§echny osoby

vystoupi?

PRO POCITAC

92U. Uvazme kmitajici soustavu dvou vozikii spojenych prui-
nou. Voziky se pohybuji bez tfeni na vodorovné koleji. Tuhost
pruziny zndme: k = 50,0 N-m~!. PouZijte druhy Newtontv z4-
kon a dokaZte, Ze perioda kmitdni je pro oba voziky stejna.
Zavislost periody na hmotnosti vozikt je urena vztahem

T =g |2
k(mi 4+ my)

Detektorem polohy byly ureny zavislosti poloh vozikd na
Case. Lze je vyjadfit vztahy x;(t) = 2,70(1 — cos(18,01))
a x(t) = 10,70 + 1,29 cos(18,0¢), kde soufadnice jsou vy-
jadreny v centimetrech a ¢as v sekundach. (a) PouZzijte zdkon
zachovani hybnosti a naleznéte hmotnosti jednotlivych voziku.
(b) Vytvoite tabulku hodnot x; a x; v zavislosti na Case. Cas
zvétSujte od + = 0 do t+ = 35s s krokem 0,01 s. Pro kazdy

Yy

hybnost se zachovdvd a Ze ob¢ sily, pisobici na jednotlivé vo-
ziky, jsou stejné velké a opacné orientované. (c) PouZijte udaje
v tabulce a naleznéte klidovou (rovnovdznou) délku pruZiny.

93U. Na t&leso 0 hmotnosti 2,0 kg, pfipevnéné na konec pruziny
tuhosti 350 N-m~!, piisobi vnéjsi budici sila F = (15 N) sin(wt),
kde @ = 35rad-s~!. Konstanta tlumeni b m4 velikost 15kg-s~!.
V case t = 0 je téleso v klidu a pruzina ma svou klidovou dél-
ku. (a) Pouzijte numerické integrace a nakreslete graf zavislosti
vychylky télesa na ¢ase béhem prvni sekundy pohybu. PouZijte
ziskany pruibéh vychylky ke konci tohoto intervalu a odhadnéte
amplitudu, periodu a thlovou frekvenci. Vypocet opakujte pro

() w = k/m a(c) w = 20rad-s!.
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