Rozptyl

e Zakladni vlastnosti disperze
Var(konst) =0
Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) (nezavislé proménné)
e Linearni zména jednotek Y =rX + s, napriklad z °C na °F.

Jak vypocitam stredni hodnotu a rozptyl?

EXPECTATION AND VARIANCE UNDER CHANGE OF UNITS. For any
random variable X and any real numbers r and s,

E[rX +s| =rE[X]+s, and Var(rX +s) = -;-21-"}11‘( X).

e Pozn.: rozptyl je nezavisly na posunu hustoty
pravdépodobnosti na ose x, protoze Var(X) mi urcuje
jen sirku rozdéleni.



Rozptyl

Pr.: stanoveni disperze normalniho rozdéleni
N(H, 0%) var(x) = B[(x —E[x])]

Pouzili jsme
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VARIANCE OF A NORMAL DISTRIBUTION. Let X be an N(u,o?)
distributed random variable. Then
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Transformace X

Uz umime spocitat E[X] a Var[X], pokud dojde ke zméné
jednotek nahodné proménné.

Vime jak pracovat s vypoctem E[X], pokud X

transformujeme néjakou funkci na novou nahodnou
promennou.

Jak se zmeéni rozdéleni nahodné proménné, kdyz ji
transformujeme na novou nahodnou proménnou?

Obecné muzeme novou nahodnou proménnou Y
vytvorit aplikovanim zcela obecné funkce g na znamou
nahodnou proménnou X, tedy:

Y = g(X)



Transformace X

U diskrétni nahodné promeénné je transformace
promeénné snadna.

Na kazdou hodnotu X aplikujeme podle predpisu funkci
g(X) a dostaneme novou proménnou Y.

Pak jednoduse Y dosadime do pravdepodobnostni
funkce.

Funguje to stejné i pro spojitou nahodnou proménnou?

Bohuzel ne, protoze f(a) = 0!!! Musel bych spocitat f(g
Y(y))d(g(y)).

Prvni musime stanovit distribucni funkci proménné Y =
g(X) a hustotu pravdépodobnosti spocitat derivaci F(Y).



Transformace X

Pr.: usekové mereni rychlosti spociva na méreni casu
pfi projeti 1 km vzdalenosti. Kdyz auto jede 60 km/h,
pak t; = 60 s. Kdyz auto jede 90 km/h, pak t, =40 s.

Nahodna proménna T bude modelovat cas nahodné
vybraného auta na méreném useku. Predpokladejme,
ze T je popsano rovhomernym rozdéelenim s F(t) =
P(T<t) = (t-40)/20.

Jaké bude rozdéleni pravdépodobnosti rychlosti
merenych aut? V — nahodna promeénna rychlost auta.

V =g(T) = (1 km)/(T/3600) = 3600/T - transformacni
funkce.



Transformace X

* Hledame F(v) =P(V <v) =P(3600/T <v) =
= P(T = 3600/v) = 1 - P(T < 3600/v) = 1 —
((3600/v) —40)/20 = 3 —180/v pro rychlosti v
rozmezi 60 az 90 km/h.

e Hustota pravdépodobnosti f,(v) pak bude
derivace F(v) podle dv - f,(v) = 180/v~2.

e Pr.Y=1/X

; d , 1 /1 L
Ty (y) = EP}'[H} — U—Qfx (;) for y < 0 and y = 0.



Transformace X

CHANGE-OF-UNITS TRANSFORMATION. Let X be a continuous ran-
dom variable with distribution function Fy and probability density
function fx. If we change units to ¥ = rX 4 s for real numbers r» > 0
and s, then

Fy (y) = Fx ("“ = ) and  fy(y) = = fx (” - ) *

1

e Pr.: normalni rozdeleni

NORMAL RANDOM VARIABLES UNDER CHANGE OF UNITS. Let X
be a random variable with an N(u,0?) distribution. For any r #
0 and any s, the random variable »X + s has an N(rp + s,7%02)
distribution.



Transformace X

e Jak musim transformovat nahodnou proménnou,
abych ziskal N(0,1)?

e Pokud zavedu:r=1/0 as =-u/o, tak
transformovana nahodna proménna

Z——X ( ;;)_X—;;.

%l T

ma distribucni funkci N(O, 1).

e Tedy kazda pravdépodobnostni distribuce N(p, 0?)
muze byt transformovana na N(0,1) pokud
zmeénime nahodnou proménnou X na Z.



Transformace X

Pokud je transformace nahodné proménné X na Z
linearni —Z = g(X) =r-X + s, potom E[g(X)] = g(E[X]).
Pokud je transformace nelinearni, je tfeba provést
vypocet F(Z) a pak f(Z) nebo spocitat f(g%(2))d(g(Z))
Nicméneée pro konvexni funkci plati nerovnost:

JENSEN’'S INEQUALITY. Let g be a convex function, and let X be
a random variable. Then

g(E[X]) <E[g(X)].

Je mozné dokazat, ze Jensenova nerovnost je
ekvivalentni nerovnosti Var(X) = 0 (viz definice Var(X)).



Extrémy distribuci

e Méjme sekvenci nahodnych proménnych a zajima
nas, pro kterou nahodnou proménnou nastava
extrém (maximum, minimum).

* PF.:necht X;, X,, X3, ..., X365 jsou ndhodné
promenné popisujici vysku hladiny reky v kazdém
dni v roce. Povoden nastane tehdy kdyz X. >
Limit”

e Jaké je rozdéleni pravdepodobnosti, ze nastane

oovoden v budoucnosti? Hledame

oravdepodobnostni distribuci nahodné proméenné

:

Z = max{Xy, Xo..... Anj



Extrémy distribuci

e Distribucni funkci ur€ime za predpokladu, ze
vsechny X; < a a navic vsechny udalosti X;< a
musi byt nezavislé.

Fz(a)=P(Z <a)=Pmax{X:,....X,,} <a)

=P(X;<a,....X,, <a)=P(X;<a)---P(X,, <a)

THE DISTRIBUTION OF THE MAXIMUM. Let Xq,Xo.,....X,, ben

i

independent random variables with the same distribution function

F., and let Z = max{X, Xo,..., X, }. Then



Extrémy distribuci

e Lze stanovit i pravdépodobnostni distribuci
minima sekvence nahodnych proménnych?

V = min{ Xy, Xo, ..., X}

 Hledame takovou distribuci, kdy pro vsechna
X: bude platit X; > a a zaroven tyto udalosti
oudou nezavislé.

 Pouzijeme trik: hledame vlastné V takové, ze
oude komplementarni k Z.




Extrémy distribuci

Frla)=PV<a)=1—-P(V >a)=1—P(min{Xy,..., X,} > a)
=1-P(Xy>a,....X,, >a).
Fa)y=1-P(Xy >a,....,X,, >a)=1—-P(Xy >a)---P(X,, > a)

1= (1= P(X) < a)) (L P(Y, <)

THE DISTRIBUTION OF THE MINIMUM. Let X1, Xo.....X,, ben
independent random variables with the same distribution function
F,and let V = min{ X, X,,...,X,,}. Then

Fy(a) — 1 — (1 — F(a))”’
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Sdruzena distribuce
pravdepodobnosti



Sdruzené distribuce

e V praxi se Casto setkavame se situaci, ze nahodny
experiment ma vystup vice nahodnych proménnych.

e Pr.: mUze byt treba scitani lidu, kdy mame nahodné
promenné: prijem, vek, vzdelani, pohlavi, rodinny
stav atp. Muze nés zajimat studovat tyto nahodné
promenné spolecneé v jedné pravdépodobnostni

distribuci a tim treba ziskat dalSi informace (treba o
mire emancipace zen).

e Umoznuje nam to dat pohled na vzajemnou
provazanost jednotlivych nahodnych proménnych.



Pravdepodobnostni funkce pro X, Y

 Obecné sdruzena pravdépodobnostni funkce
dvou diskrétnich nahodnych proménnych Xa Y je
definovana na mnoziné vSech moznych
nahodnych jevl Z a dana pravdépodobnostmi
vsech moznych jevu (X, Y).

DEerFINITION. The joint probability mass function p of two discrete

random variables X and Y is the function p : R? — [0, 1], defined by

pla,b) =P(X =a,Y =0b) for —oo<a,b< .

e Diskrétni pravdépodobnostni funkce pak muze
byt dana vyctem vsech moznych hodnot p(a;, b;).



Pravdepodobnostni funkce pro X, Y

* Pr.: hod dvéma kostkami. S — soucet Cisel na kostkach, M — hozené
maximum. Pravdépodobnostni funkce je dana tabulkou.

Joint probability mass function p(a,b) = P(S = a,M =b).

b
a 1 2 3 4 H 6
2 1/36 0 0 0 0 0
3 0 2/36 0 0 0 0
4 0 1/36 2/36 0 0 0
5 0 0 2/36 2/36 0 0
6 0 0 1/36 2/36 2/36 0
7 0 0 0 2/36 2/36 2/36
8 0 0 0 1/36 2/36 2/36
9 0 0 0 0 2/36 2/36
10 0 0 0 0 1/36 2/36

11 0 0 0 0 0 2/36
12 0 0 0 0 0 1/36




Pravdepodobnostni funkce pro X, Y

e Lze ziskat z p(a, b) jednotlivé
pravdepodobnostni funkce p(a) a p(b)?

 Musim najit pravdéepodobnostni funkci pro
jevy {S=1, M=[1, 6]}, {S=2, M=[1, 6]}, {S=3,
M=[1, 6]}, ..., {S=12, M=[1, 6]}.

* Napr.: p,(6) je dano
ps(6) =P(S=6)=P(S=6,M=1)+---+P(S=6,M = 6)
= p(6,1) 4+ p(6,2)+--- 4 p(6,6)
:[)—Hﬁl—i—i—l—i—i—i—i—[)
36 36 36

36°



Pravdepodobnostni funkce pro X, Y

e Nakonec vsechny 3 pravdépodobnostni funkce dostaneme formou
VV(\ftU (tabulky) Table 9.2. Joint distribution and marginal distributions of S and M.

b
a 1 2 3 4 5 6 ps(a)
2 1/36 0 0 0 0 0 1/36
3 0 2/36 0 0 0 0 2/36
4 0 1/36 2/36 0 0 0 3/36
5 0 0 2/36 2/36 0 0 4/36
6 0 0 1/36 2/36 2/36 0 5/36
7 0 0 0 2/36 2/36  2/36 G/36
8 0 0 0 1/36 2/36 2/36 5/36
9 0 0 0 0 2/36  2/36 4/36
10 0 0 0 0 1/36  2/36 3/36
11 0 0 0 0 0 2/36 2/36
12 0 0 0 0 0 1/36 1/36

pam(b)  1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 1




Pravdepodobnostni funkce pro X, Y

 Pravdepodobnostni funkce jedné nahodné
oromeénneé ziskana ze sdruzené
oravdepodobnostni funkce se nazyva jako tzv.
marginalni pravdépodobnostni funkce.

e Je nutné si uvedomit, ze sdruzena
pravdépodobnostni funkce mi nese vice informaci
nez jednotlivé pravdépodobnostni distribuce.

e Ve vétsSiné pripadu nelze ze znalosti jednotlivych
pravdepodobnostnich funkci ziskat sdruzenou
pravdépodobnostni funkci (naopak je to snadné)
— viz tabulka na predchozi strance.




Distribucni funkce pro X, Y

DerFINITION. The joint distribution function F of two random vari-
ables X and Y is the function F : R? — [0, 1] defined by

F(a,b)=P(X <a,Y <b) for —o0 <a,b<oc.

e Opét jako pro pravdepodobnostni funkci dvou nahodnych
proménnych muzeme ziskat marginalni F, a F, ze sdruzene F.

FrROM JOINT TO MARGINAL DISTRIBUTION FUNCTION. Let F' be
the joint distribution function of random variables X and Y. Then
the marginal distribution function of X is given for each a by

Fx(a) =P(X <a)= F(a,+o0) = lim F(a,b), (9.1)

<
b— oo

and the marginal distribution function of Y is given for each b by

Fy(b)=P(Y <b)=F(+00,b) = lim F(a,b). (9.2)

a—00



Spojita nahodna promeénna

e Budeme hledat hustotu pravdépodobnosti
spojitych nahodnych proménnych (X, Y).

* Pro jednu spojitou nahodnou proménnou plati:

oravdeépodobnost, ze X nabyva hodnot v intervalu

a, b] je dana plochou pod krivkou f(x) na
intervalu [a, b].

 Pro dvé nahodné proménné X aY plati:
pravdépodobnost, ze (X, Y) nabyva hodnot v
,obdélniku“ [a,, b,]x[a,, b,] je dana objemem
télesa, které vznikne nad , obdélnikem®
vymezujicim plochu pod krivkou f(x, y).




Spojita nahodna promeénna




Spojita nahodna promeénna

DeriNITION. Random variables X and Y have a joint continuous
distribution if for some function f : R*> — R and for all numbers
aq,as and by, by with aq < by and ay < bs,

b1 bo
Plag < X <bj,ap <Y < by) = / f(z,y) dzdy.

The functinn f has to satisfy f(z,y) > 0 for all x and y, and

f f___ (z,y)dxdy = 1. We call f the joint probability density
functmn of X and Y.

e Sdruzena distribucni funkce dvou promeénnych

2
(a,b) / / f(z,y)dedy and f(z,y)= 808 F(x,y).
xdy




Spojita nahodna promeénna

llustrativni priklad je f(x,y)=0 pro x a y mimo
definicni interval.

o 2 ..
flz,y) = H—F(Q;rzy — ;ryz) for 0 <ax <3 and 1 <y <2
()

4 5
P(lﬂXﬁQ,gEYﬂi—;):/ ftz;{ll{ltj

3

= _,—[_, ( / ();zrgy+;1?-y2)<:ly) dx

3

2 [/, 61 187
= — r“ + —x | der = —.
5 Jq 81 2025

If-*-'l




Spojita nahodna promeénna

e Spocitame si sdruzenou distribucni funkci
sdruzené hustoty pravdépodobnosti:

a b
Fla,b) =P(X <a.Y <b) = / ([ flx,y) dy) dx
2 il b ..
= — ( / (Egzrzy + ;:z?yz) dy) dx
() 0 1

— ﬁ(?agbz —2a3 + a*bh? — a.z).
e Pokud parametry a a b budou mimo definicni

interval, pak F(a, b) bude jina.



Spojita nahodna promeénna

e Toto zjisténi nas pak navede ke stanoveni marginalni
hustoty pravdepodobnosti a distribucni funkce
bivariabilni spojité nahodné proménné.

FRrROM JOINT TO MARGINAL PROBABILITY DENSITY FUNCTION. Let
f be the joint probability density function of random variables X

and Y. Then the marginal probability densities of X and Y can be
found as follows:

/ fz,y)dy and  fy(y / f(z,y)dz.

e Tedy marginalni f dostanu integrovanim f pres tu
nahodnou proménnou, ktera meé zrovna nezajima.



n nahodnych proménnych

Obecné lze sdruzenou pravdépodobnostni distribuci
zobecnit na n nahodnych promeénnych jak pro diskrétni,
tak i spojitou nahodnou proménnou.

V podstate je dostacujici stanovit sdruzenou distribucni
funkci:
F(ay,aa,..., a,) =P(X1 <ay,Xo <aog,..., X, <a,)

Sdruzenou pravdepodobnostni funkci pak Ize stanovit
vyctem:
plai,az, ..., a,) =P(X{=a1.Xo=aoa,.... Xp = ay)

Pro n spojitych proménnych pak hustotu
pravdepodobnosti ziskame parcialni derivaci sdruzené F.



Nezavislost nahodnych proménnych

e |ntuitivhé tusime, ze nahodné promeénné Xa'Y
jsou nezavislé, pokud nahodné jevy tykajici se
kazdé nahodné proménné jsou nezavislé.

DEFINITION. The random variables X and Y, with joint distribution
function F', are independent if

P X<a.Y<b)=PX <a)PY <b),

that is,

F(a,b) = Fx(a)Fy (b) (9.4)

for all possible values a and b. Random variables that are not inde-
pendent are called dependent.



Nezavislost nahodnych proménnych

Jinymi slovy nezavislost nahodnych proménnych nam garantuje,
ze sdruzenou pravdépodobnostni distribuci Ize rozlozit na
marginalni distribuce.

Pokud nahodné proménné X a Y jsou nezavislé, pak:

P(X €AY eB)=P(X € A)P(Y € B),
kde A a B jsou bud'intervaly nebo jednotlivé hodnoty, kterych
nahodné proménné nabyvaiji.

Parcialni derivaci rovnice (9.4) podle kazdé nahodné proménné
dostaneme podminku nezavislosti pro hustotu
pravdepodobnosti: f(z,y) = fx(z)fy(:

Podminku nezavislosti pakjednoduse muzeme rozsifit na n
nahodnych proménnych.



Prenaseni nezavislosti

e Zachovava se nezavislost dvou nahodnych proménnych
X a Y pokud provedeme transformaci nahodnych
promennych?

* Je mozné dokazat, ze pokud jsou X,, X, X;,..., X,
nezavislé, tak i transformované nahodné promennéy,,
Y,, Ys,..., Y, jsou také nezavisleé.

PROPAGATION OF INDEPENDENCE. Let X;.Xs,....X, be indepen-

dent random variables. For each 7. let h; : R — R be a function and
define the random variable

Y, = h; (X?) .

Then Y7, Y5, ..., Y,, are also independent.



Stredni hodnota sdruzené distribuce

 Bude nas zajimat, jak spocitat stredni hodnotu
nebo rozptyl nahodnych proménnych majicich
sdruzenou pravdépodobnostni distribuci.

e Pr.: tovarna vyrabi valcové vyrobky, kdy polomeér
R a vyska H jsou diky pouzité technologii v
urCitém tolerancnim pasmu dané rovhomérnym
rozdelenim nahodné proménné. Bude nas zajimat
jaky bude objem vyrobku V=mnR?H. V je tedy
sdruzena nahodna promeénna. Jaka bude velikost
E[V]?



Stredni hodnota sdruzené distribuce

EV) = [ ofv@ds

e Bohuzel nezname hustotu pravdépodobnosti sdruzené

distribuce f,/(v).
e \/yuzijeme pravidla pro pocitani E[X] pro slozenou funkci
— viz stranka 38 v prednasce 2:

EV]=E[xHR? = | [ =hr2f(h,r)dhdr
- | (72, 7)

e Pokud jsou ndhodné proménné H a R nezavislé, mlzeme
vyuzit marginalnich distribuci pro kazdou nahodnou

proménnou H a R: r 00 o0 . e
E[V] = / / whr® fg(h)fr(r)dhdr



Stredni hodnota sdruzené distribuce

TWO-DIMENSIONAL CHANGE-OF-VARIABLE FORMULA. Let X and
Y be random variables, and let g : R?> — R be a function.

If X and Y are discrete random variables with values aq, a2, ... and
by, ba, ..., respectively, then

Elg(X,Y) ZZQ a;, — @5, 1 = a1

If X and Y are continuous random variables with joint probability
density function f, then

BV = [ [ gty dedy,



Stredni hodnota sdruzené distribuce

Pokud bude transformace nahodnych proménnych linearni pak vypocet E[X] se
zjednodusi:

LINEARITY OF EXPECTATIONS. For all numbers r, s, and ¢t and
random variables X and Y. one has

ErX +sY +t]|=rE[X]+sE[Y] + t.

Opét to Ize rozsirit na n nahodnych promeénnych.

Pravidlo Ize napriklad pouzit na vypocet stredni hodnoty binomického rozdéleni
Bin(n, p). Vypocet podle definice E[X] neni trividlni:

BIX]=Y kP(X = k) = Z f(;’) PR — p)n k.

IE\'=U ;I.‘=D

Da se ukazat, Ze ndhodna proménnad X s binomickym rozdélenim Bin(n,p) mUze byt
vyjadrena jako X = R + R,+ R;+... R, kde R, je nahodna promenna s Bernoulliho
rozdélenim Ber(p). Stredni hodnota Ber(p) je rovna p. Potom na zakladé linearity
vypoctu stredni hodnoty dostaneme:

EX]|=E[R]| +E[R3]+ - -+ E[R,] = np.



Kovariance

Z pravidla linearity stfedni hodnoty pro sdruzenou nahodnou
proménnou plati, ze E[X+Y] = E[X] + E[Y].

Plati podobné linearni pravidlo i pro E[XY] nebo pro vypocet
rozptylu Var(X+Y)?

Pozn.: Pro nezavislé nahodné promeénné to plati!!!
Na strané 25 jsme uvadéli priklad sdruzené hustoty

v . )
pranepOdObnOStl: fle,y) = :—F{Q,r‘zy -+ ,r‘rj.rz} for 0 <x <3 and 1 <y <2
s
Snadno nahlédneme, ze:
93¢ 080 79 747
Var(X +7) = > and Var(X) + Var(Y) = ! i

2500 * 10000 - 10000
Jasné vidime, Ze neplati rovnost Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y).

2000

Odvodime si vztah pro vypocet Var(X+Y):



Kovariance

Var(X +Y)=E[(X +Y —E[X +Y])?].
Now X +Y —E[X +Y] = (X —E[X]) + (Y — E[Y]), so that
(X+Y —E[X +Y])’= (X —EX])?+ (Y —E}Y])?
+2(X —E[X]) (Y —E[Y])
e Tedy dostaneme ve finale
Var(X 4+ Y) = Var(X) + Var(Y) + 2E[(X — E[X])(Y — E[Y])]

e Tedy rozptyl souctu dvou nahodnych proménnych je
roven souctu jejich rozptylt plus navic ¢len vyjadrujici
vzajemné ovlivihovani jednotlivych nahodnych
proménnych.



Kovariance

DEFINITION. Let X and Y be two random variables. The covariance
between X and Y 1s defined by

Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y —E[Y])].

e Jestlize Cov(X, Y) je kladna, tak pokud X bude vétsi jak
E[X], tak s velkou pravdepodobnosti bude Y vetsi jak E[Y]
a naopak. Rikdme, Ze X a Y jsou pozitivné korelovany.

e Jestlize Cov(X, Y) je zaporna, tak nastane opacny efekt a
rikame, ze X a Y jsou negativné korelovany.

e Jestlize Cov(X, Y) =0, tak X a Y jsou nekorelovany.



Kovariance

AN ALTERNATIVE EXPRESSION FOR THE COVARIANCE. Let X and
Y be two random variables, then

Cov(X,Y) = E[XY] —E[X]E[Y].

 Tedy kovariance mi méri urcity druh zavislosti mezi
nahodnymi proménnymi.

e \/ySe uvedeny vztah taky ilustruje skutecnost, ze obecné
stredni hodnota soucinu nahodnych proménnych neni
rovna soucinu strednich hodnot nahodnych proménnych

E[XY] # E[X]-E[Y].



Nezavislost vs. nekorelace

Meéjme dvé nezavislé nahodné proménné X ay,
ocekavame, ze spolu nebudou nijak souviset,
tedy, ze budou nekorelované.

Da se ukazat, ze pro diskrétni i spojitou nahodnou
oromennou X a Y, splnujici vyse uvedenou
oodminku bude platit, ze: E[XY]=E[X]-E[Y].

Z toho plyne dulezité tvrzeni:

INDEPENDENT VERSUS UNCORRELATED. If two random variables
X and Y are independent, then X and Y are uncorrelated.

Opacné tvrzeni ale obecné neplati!!! Tedy
nekorelované nahodné proménné nemusi byt
nutné nezavislé.




Nezavislost vs. nekorelace

VARIANCE OF THE SUM. Let X and Y be two random variables.
Then always

Var(X 4+ Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).
If X and Y are uncorrelated,
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
e Vzdy plati, ze E[X+Y] = E[X] + E[Y]. Ale rovnost
Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) plati jen tehdy, kdyz X a
Y jsou nekorelované.
e \ysSe uvedené plati i pro vypocet rozptylu souctu
n nekorelovanych nahodnych proménnych.



Nezavislost vs. nekorelace

Pravidlo pro vypocet Var(X+Y) lze opét aplikovat na
vypocet rozptylu Bin(n,p) podobné jako u vypoctu
stredni hodnoty Bin(n,p).

Nahodnou proménnou X popsanou Bin(n,p) Ize
rozepsat jako X = R;+ R,+ R;+... R, kde R je

nahodna promeénna s rozdelenlm Ber(p)
Var(R;) = E[R?] — (E[R])> =02 (1 —p)+ 1% - p— (E[R])
Plati: r(4) [:] (E[R:])* (L=p)+ 1% p—(E[R:])
=p—p =p(l—p)

Za predpokladu, ze vsechny R. jsou nezavislé (a tedy

nekorelované), pak:
Var(X') = Var(H) + Var(Hy) + - + Var(R2,,) = np(1 —p).



Korelacni koeficient

e Kovariance mezi nahodnymi proménnymi nam indikuje,
jak se nahodné proménné vzajemné ovlivnuiji.

e Zrovnice pro Cov(X,Y) je zrejmé, Ze kovariance zavisi na
jednotkach v jakych jsou jednotlivé nahodné proménné
vyjadreny. Jinymi slovy, pri transformaci proménnych na
nové jednotky se mi zmeéni i Cov(X,Y), ale vzajemné
ovlivnéni proménnych se mi logicky zménit nemuze.

COVARIANCE UNDER CHANGE OF UNITS. Let X and Y be two
random variables. Then

Cov(rX + s,tY +u) = rt Cov(X,Y)

for all numbers r, s, ¢, and w.



Korelacni koeficient

V mnoha situacich kovariance neni vhodna pro vyjadreni
zavislosti dvou nahodnych proménnych X a Y.

Proto se zavadi standardizovana velicina korelacni

koeficient: DermNiTION. Let X and Y be two random variables. The correlation
coefficient p(X,Y) is defined to be 0 if Var(X) = 0 or Var(Y) = 0,

and otherwise

H(X.Y) = — C-ox-'(:i.} ) |

v/ Var(X') Var(Y)
Korelacni koeficient je bezrozmeérna velicina a jeho
velikost neni ovlivnéna zménou promeéennych. Jen je
mozné ovlivnit znameénko korelacniho koeficientu.

Tedy plati:

—p(X.,Y) ifrt <0,

o(rX 4+ s, tY ) =
plri + ) { p(X.Y) ifrt =0,



Korelacni koeficient

e Dvé nahodné proménné X a Y jsou nejvice korelované pokud:
— X=Y, tedyp(X,Y)=1
— X=-Y, tedy p(X, Y) = -1
e Tedy pro nekonstantni nahodné promeénné plati: -1 < p(X. V) < 1.

e Dukaz: i )
0 < Var( X + } )

. X . Y
= Var — — | + Var —
v/ Var(X) \/ Var(Y')

—|—2Cov( ._ 7/1 =, — 71 = )
v Var(X) /Var(Y)

~ Var(X) Var(Y) 2Cov(X,Y)
Var(X) = Var(Y) = /Var(X) Var(Y)

—2(14 p(X.Y)).

e Posledni nerovnost implikuje p(X, Y) = -1. Pokud misto X bude —X,
pak p(X, Y)< 1.



Korelacni koeficient

V literature se p(X, Y) také nazyva jako Pearsonuv korela¢ni
koeficient.

Tedy korelacni koeficient nam umoznuje stanovit silu vztahu
mezi dvéma nahodnymi proménnymi.

Jde tedy o dvoustranny reciprocni vztah dvou nahodnych
proménnych X a Y —jsou tedy vzajemné na sobe zavislé.
Tedy nahodné prvky jedné proménné maji tendenci se

vyskytovat spolecné s urCitymi hodnotami druhé nahodné
promenne.

Pr.: vzajemny vztah mezi délkou prednich a zadnich
koncetin, vztah mezi rozpétim kridel a délkou ocasu ptaku
atp. Tyto nahodné promeénné jsou vzajemne korelovany.
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